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Introduccion

Esta tesis es la compilacion de dos proyectos de investigacion. El primero, considera
procesos de Markov controlados. El segundo, examina el modelo de un portafolio de
inversién cuya principal caracteristica es que el precio de los activos con riesgo se ve
afectado por factores econémicos externos, y el inversionista tiene un interés especial por
estrategias de inversion que cumplen cierta restriccion de caida.

La primera parte de la tesis se dedica a resolver un problema de optimizacién es-
tocastico sobre el conjunto de estrategias o politicas de control admisibles. Para tal fin, se
estudian procesos de Markov controlados donde el conjunto de controles es un conjunto
finito, y los procesos controlados toman valor en un conjunto numerable infinito, espacio
de estados. El indice de desempeno o funcién a optimizar que se emplea en esta tesis es
sensible al riesgo, debido a la convexidad de la funcién de utilidad exponencial. En la
literatura este indice se conoce como el criterio de costo promedio a largo plazo sensible al
riesgo, o como la tasa de crecimiento exponencial para el costo del sistema. Dentro de este
contexto y para dar solucion al problema de optimizacion, la funcién de costo promedio
oOptima se caracteriza en términos de un sistema de ecuaciones locales de optimalidad.

El concepto de un sistema de ecuaciones locales de optimalidad o Poisson lo introducen
Cavazos Cadena y Herndndez Herndndez en [11], motivados por el efecto que tienen las
estructuras de comunicacién en los procesos de Markov controlados con respecto a la
solucion de la correspondiente ecuacion de programacion dinamica en el caso sensible al
riesgo.

El problema que se considera en la primera parte de esta tesis tiene una historia
bastante larga, y se ha resuelto por separado bajo un conjunto de suposiciones diferentes
en cada caso, ver por ejemplo los siguientes trabajos: [13] - [15], [17], [20], [30] - [32], ¥
las referencias que alli se citan. Pero la mayoria de las personas que han estudiado el
problema se refieren al articulo de Howard y Matheson [24] como el trabajo pionero en
esta area. Este trabajo podria resumirse de la siguiente manera: si los conjuntos de estados
y controles son finitos, y bajo toda estrategia de control estacionaria la correspondiente
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cadena de Markov es aperiddica, y el espacio de estados es una clase de comunicacion,
entonces la ecuacién de programacion dindmica asociada a dicho modelo controlado tiene
una soluciéon. A partir de la validez de la ecuacion de programacién dinamica, es decir,
la existencia de una solucion, se puede caracterizar la funcién de costo promedio éptima
como una funcién constante.

Por otro lado, si el conjunto de estados es finito y el conjunto de controles es un
espacio de Borel general, Cavazos Cadena y Ferndndez Gaucherand en [7] extendieron
los resultados de Howard y Matheson bajo las mismas hipdtesis de comunicacion pero
omitiendo la parte aperiédica, al mismo tiempo que demostraron via un ejemplo detallado
que aun y cuando se cumplen las hipdtesis de [24] sus resultados no se podian extender
si el conjunto de estados es un conjunto numerable infinito; siendo el anterior hecho una
de las motivaciones para el trabajo que se desarrolla en esta tesis.

Condicion simultanea de Doeblin: existe un estado z y una constante positiva
k, de tal forma que la esperanza del primer tiempo de arribo al estado z bajo cualquier
estrategia de control estacionaria esta acotada por la constante k.

Cavazos Cadena y Fernandez Gaucherand bajo la condicién de Doeblin, demostraron
en [8] que para una funcién de utilidad exponencial con parametro de riesgo bastante
pequeno existe una solucion para la correspondiente ecuacién de programacion dinamica,
por lo tanto se puede caracterizar la funcién de costo promedio éptima. Sin embargo, en
ese mismo trabajo se exhibe un ejemplo que deja al descubierto que el resultado no es
valido para un parametro de riesgo grande, a la vez que deja ver el impacto que tienen
en el costo promedio los estados transitorios. Este ejemplo, remarca un contraste con el
criterio de costo promedio a largo plazo neutral al riesgo, pues en ese caso, en general bajo
la condicion de Doeblin existe una solucion para la ecuacion de programacién dinamica.
Otro hecho importante y que tiene relacién con los resultados que aqui se pretenden
exponer, y que se menciona en [8] 6 en [1], es que incluso si se cumple la condicién
simultanea de Doeblin y la funcién de costo promedio 6ptima es constante, no tiene por
qué existir una solucién para la correspondiente ecuacion de programacion dinamica.

El parrafo anterior manifiesta la importancia que tienen las estructuras de comuni-
cacion al momento de asegurar la existencia de una solucién para la ecuacién de pro-
gramacion dinamica, y es ésta otra de las motivaciones de este trabajo. Bajo hipdtesis
de comunicacién mas débiles que la condiciéon de Doeblien, en esta tesis se aseguran la
existencia de soluciones locales a la ecuacién de programacion dindmica y, haciendo uso
de estas ecuaciones locales se caracteriza la funcién de costo promedio 6ptima.

Los resultados que se obtiene en la primera parte son una extension de los resultados
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que lograron Cavazos Cadena y Hernandez Herndndez para cadenas de Markov clédsicas
en [10] y [11]; y una extensién de los resultados conseguidos por Alanis Durdn y Cavazos
Cadena en [1] para procesos de Markov controlados con un conjunto de estados finito.
Por lo tanto, los argumentos que se utilizan en la primera parte de la tesis se basan en los
trabajos que se presentaron en [1] y en [10].

La consecucion de los resultados de la primera parte se basan en la construccion de una
familia de operadores contractivos, que a la postre, junto con la hipétesis de que existe un
conjunto finito para el cual el primer tiempo de arribo bajo toda estrategia estacionaria
es finito, casi seguramente, permiten definir una relaciéon de equivalencia que trae como
consecuencia una particion del conjunto de estados, y la existencia sobre cada clase de
equivalencia de una solucion a la correspondiente ecuacién de programacién dinamica.

La primera parte de esta tesis se ha publicado bajo el titulo Local Poisson equations
Associated with Discrete Time Markov Control Processes en la revista Journal of Opti-
mization Theory and Applications, ver [19].

En la segunda parte de la tesis se considera un problema de optimizaciéon de porta-
folios a tiempo discreto; donde el inversionista se conduce bajo una funcion de utilidad
exponencial con aversion al riesgo o bajo una familia de funciones de utilidad céncavas
mas generales.

En esta tesis, se establece y se trabaja bajo el mismo modelo que instauraron Bielecki,
Hernandez y Pliska en [4], el cual discretiza el modelo que presentaron Bielecki y Pliska
en [5], y cuya principal caracteristica es que el precio relativo de los activos con riesgo es
afectado por factores econdémicos o financieros externos al mercado, que se representan
como procesos Gaussianos en el modelo a tiempo continuo, o como una cadena de Markov
estacionaria para el modelo a tiempo discreto.

En el modelo que presentaron Bielecki, Hernandez y Pliska en [4] aparece otra ca-
racteristica especial: la distribucion del precio relativo de los activos con riesgo no solo
depende del estado factor en el comienzo de un periodo de comercializacién, sino que
también depende del estado factor al final del periodo. Esta caracteristica junto con con-
diciones de comunicacién -similares a las que establecen Howard y Matheson en [24] sobre
la cadena de Markov factor- le permiten a Bielecki, Hernandez y Pliska trasformar el
problema original en un problema de control estocastico 6ptimo sensible al riesgo, similar
al que se estudia en la primera parte de la tesis, salvo que este nuevo problema cumple
condiciones de comunicacién estdndar, como son las hipdtesis que se establecen en [24].

En relacién con el parrafo anterior, el indice o criterio que se usa en esta tesis para
medir el desempenio de una estrategia de inversién es el mismo que se utiliza en [4] y
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en [5], y se conoce en la literatura como la tasa de crecimiento exponencial esperada a
largo plazo en relaciéon con una utilidad potencia. Una de las innovaciones del modelo
presentado por Bielecki y Pliska en [5], y de este indice de desempenio es que posibilita el
empleo de técnicas que se usan en teoria de control estocéastico sensible al riesgo.

La naturaleza del criterio que se usa en esta tesis radica en la relacién asintotica entre
la utilidad esperada y su varianza impactada por un factor de riesgo.

La diferencia entre el trabajo que se presenta en esta tesis y el trabajo de Bielecki,
Herndndez y Pliska en [4] radica en que, en este trabajo se resuelve un problema de
optimizacién sobre un conjunto de estrategias de inversion que cumplen una restriccion
de caida que puede explicarse de la siguiente manera: el valor del portafolio no puede estar
por debajo de un porcentaje fijo del maximo que ya haya alcanzado; mientras que en [4]
se trabaja sobre un conjunto de estrategias de inversion que obedecen una restriccion de
no banca rota.

De hecho, el problema que se afronta en la segunda parte de esta tesis es similar en las
restricciones de caida al que enfrentan Grossman y Zhou en [18] para el modelo de Black-
Scholes-Merton a tiempo continuo. Grossman y Zhou recalcan que la solucién para el caso
de no banca rota en el modelo de Black-Scholes-Merton viola la restriccién de caida que
se imponen en [18]. Por lo tanto, en relacién con esta tesis, como ya se insinud, la solucién
que presentan en [4] se obtiene como: la solucién de un problema de control estocéstico
optimo sensible al riesgo, y es de esperar que dicha soluciéon no cumpla la restriccion de
caida, pues en cada tiempo de comercializacion dicha estrategia 6ptima depende de los
estados factor inicial y final del periodo; mientras que la solucién que se presenta en esta
tesis no solo depende de los estados factor inicial y final del periodo sino que también
depende del valor del portafolio al inicio del periodo de comercializacion.

También, debido a la caracteristica del indice de desempeno, en este trabajo se utili-
zan técnicas de teoria de control estocastico 6ptimo para establecer la existencia de una
estrategia de inversion optima. La solucion al problema que se afronta en esta tesis se
caracteriza a partir de la solucion de una desigualdad de programacion dinamica, analoga
a la que se presenta y se resuelve en [12], [20] y [25].

Por la anterior razon, el desarrollo del trabajo en la segunda parte de la tesis se asemeja
al trabajo hecho en [12] y [25], y consiste en dar solucién al problema que se plantea a
partir de una familia de operadores contractivos que permiten construir una solucion a la
correspondiente desigualdad de programacion dinamica.

El segundo resultado importante que se presenta en la segunda parte de la tesis puede
describirse de la siguiente manera: si el inversionista se rige bajo una funcién de utilidad U
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concava diferente a una funcion potencia pero que ademas comparte el mismo coeficiente
asintotico sensible al riesgo, entonces la tasa de crecimiento exponencial esperada 6ptima
a largo plazo con respecto a la funcién de utilidad U coincide con la tasa de crecimiento
exponencial 6ptima a largo plazo con respecto a la funcién potencia, y ademas la estrategia
de inversién optima de la segunda tasa también es éptima para la primera tasa.

Los resultados que se describen en el parrafo anterior extienden los resultados que se
presentan en [21] para un portafolio de inversién, y los que se presentan en [9] para teoria
de control estocéstico éptimo sensible al riesgo. Por lo tanto, los resultado de la segunda
parte de la tesis se obtiene a través de argumentos de continuidad y son razonamientos
analogos o se asemejan a los que se presentan en [9] y [21].

La tesis se organiza en cinco capitulos. En el capitulo 1 se describe un modelo de
Markov controlado a tiempo discreto, se establece y se justifica el problema a tratar en la
primera parte de la tesis. En el capitulo 2 se fija la hipdtesis sobre la cual se desarrolla toda
la primera parte de la tesis, se define un sistema de ecuaciones locales de optimalidad, y
se presentan los resultados principales como lo son el teorema de verificacion y el teorema
de existencia. Gran parte del capitulo 2 se dedica a caracterizar la funcién 6ptima a
partir de un sistema de ecuaciones locales de optimalidad. En el capitulo 3 se demuestra
la existencia de un sistema de ecuaciones locales de optimalidad. La segunda parte de la
tesis empieza en el capitulo 4, y se dedica a construir un modelo matemaético para el valor
de un portafolio con m activos con riesgo, a la vez que se enuncian los dos problemas a
tratar en la segunda parte. En el capitulo 5 se demuestra la existencia de una estrategia
de inversién éptima que resuelva el primer problema que se plantea en el capitulo 4, y en
la segunda parte del capitulo se demuestra que la solucién optima del primer problema,
es solucion del segundo problema; al final de la primera seccion del capitulo 5 se pueden
encontrar algunas conclusiones que deja esta tesis.
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Parte 1

Ecuaciones locales de optimalidad en
modelos de Markov controlados






Capitulo 1

Procesos de Markov controlados

El proposito principal de este capitulo es justificar y motivar el problema que se afronta
en la primera parte de esta tesis, pero antes de eso, la primera seccion del capitulo esta
dedicada a introducir los procesos de Markov controlados, como lo hacen Hernandez-
Lerma y Lasserre en [22]. Se presentan algunas definiciones bdsicas y se establece el
problema de control estocastico que se encara en la primera parte de este trabajo.

1.1. Problema de control estocastico

Para determinar un problema de control estocastico primero se necesita definir un mo-
delo de control, un conjunto de estrategias o politicas admisibles y un indice de desempeno
o funcién objetivo.

1.1.1. Modelo de Markov controlado

Definicién 1.1.1. Un modelo de control a tiempo discreto es un arreglo constituido de
los siguientes elementos:

i) Un espacio de estados S, el cual para esta tesis se supone que es un conjunto numerable
dotado con la topologia discreta.

ii) Un espacio de controles A, que se tomara finito. Ademads, para cada estado z € S, se
asume que existe un subconjunto no vacio A, C A, que representa el conjunto de
controles admisibles cuando el sistema se encuentra en el estado x.



El conjunto K := {(z,a) : = € S, a € A,} representa los pares admisibles. De esta
manera el modelo de Markov controlado queda completamente determinado con:

iii) una funcién real C': K — R, que interpretamos como el costo que genera el sistema
Y

iv) un nucleo estocdstico (una medida de probabilidad) sobre S dado K, el cual se denota
como: P := P, (-).

En general, un modelo de control estd conformado por un espacio de estados y un
espacio control que regularmente se supone son espacios de Borel, una funcion de costo y
una medida de probabilidad o ley de transicion; la cual esté condicionada por un control.
En la definicién anterior se imponen ciertas caracteristicas sobre el modelo, como lo son
la cardinalidad del espacio de estados y del espacio control, dicho modelo se denotara de
la siguiente manera M = (S, A, C, P), a menos de que se escriba lo contrario cada vez que
en este trabajo el autor se refiera a un modelo de control M se esta haciendo referencia
al modelo de la Definicién 1.1.1.

La evolucién de un proceso controlado en relacién con el modelo M se puede interpretar
de la siguiente manera: en cada tiempo ¢ € N; se observa el estado de un sistema dindmico,
se ve X; = x € 5, a la vez un controlador escoge un control A; = a € A,; entonces, se
incurre en un costo C(x,a) y con una probabilidad P,,(a) el siguiente estado del sistema
serda X;yp =y € S.

1.1.2. Politicas de control

Antes de definir una estrategia o politica de control admisible es indispensable definir
el espacio de historias admisibles (espacio candnico del proceso) hasta el tiempo ¢ como:
Hy := S, parat =0, y H; := K' x S, para t > 1.

Un vector de la forma hy := (xg, ag, . .., a1, 2), es un elemento genérico de Hy, y en
esta tesis se considera al vector H; := (X, Ao, X1,...,X4—1, A4—1, X;), como un vector
informacién hasta el tiempo ¢.!

Una estrategia o politica de control admisible 7, es una sucesion de ntcleos estocésticos
7= {m}$2,, donde cada m; es una medida de probabilidad condicional definida sobre A
dado Hy, que satisface la siguiente restriccién: para todo h; € Hy, (A, |he) = 1. De aqui
en adelante se denota la clase de todas las estrategias admisibles para el modelo M con
la letra PP.

LH, := Filtracién canénica hasta el tiempo ¢.



Sea IF la clase de todas las funciones f : S — A, tales que para cada x € S, f(x) € A,,
es decir F =[], .
f € F, tal que para todo B € B(A), (se recuerda que B(C) se utiliza para denotar los

A.. Una estrategia admisible 7, es una estrategia estacionaria si existe

conjuntos de Borel de un espacio métrico C') para todo vector h; € H; y para todo ¢ > 0,
se tiene que m,(B|hy) = 15(f(z;)). En consecuencia, se puede identificar la clase de todas
las estrategias admisibles estacionarias con [; es claro que F C P.

Ademds, sea = [[,2,(S x A);, y F la g-algebra producto correspondiente a (2. Se
puede observar que el espacio Hy := [[;2; K¢, con K; := K, estd contenido en €. Por lo
tanto, para cada politica m € P, y para cualquier estado inicial x € S, existe una tnica
medida de probabilidad PJ definida sobre el espacio medible (Q,F) (ver [2, Teorema
2.7.2]). Asi, de manera natural ET representa el operador esperanza correspondiente a la
medida de probabilidad P .

Nota 1.1.1. Para una estrategia m € P y un estado x € S, la probabilidad P sigue la
siguiente dindamica -por asi decirlo-

P:;r[X(]I.T,AOICI,(),Xl =2U1,A1=a1,X2:x2,~--] —

7T0(Ao = ao|£E)Pm1(ao)7T1(A1 = al\x, ao,$1)Px1x2(a1)7T2(A2 = 002|~T, o, T1, a1, ZB2) ce

Sim €T, o sea 7 se puede identificar con una funciéon f, entonces en este caso la proba-
bilidad P/ sigue la siguiente dindmica:

PX[XO =z, A0 =00, X1 =21, A1 =a1,Xo =29, -] =
Lag (f (2)) Paw, (f (2))Lay (f (1)) Poyay (f (21)) Lo (f (22)) Pagas (f (22)) - -

En la anterior igualdad se puede ver que cuando el proceso es conducido bajo una estra-
tegia estacionaria f, este es una cadena de Markov clésica.

1.1.3. Indice de desempeno

Si el controlador se rige bajo una funcién de utilidad U, y le ofrecen que pague una
cantidad fija ¢ en vez de un costo aleatorio Y, él con gusto acepta siempre y cuando
U(c) < E[U(Y)] y rechaza la oferta si U(c) > E[U(Y)]. El valor ¢*, donde el contralador
es indiferente entre aceptar o rechazar la oferta se conoce como el equivalente certero con
respecto a la utilidad U del costo Y, y se denota como: Uy (Y'), observe que Wy (Y) =
UY(E[U(Y)]). También, se dice que el controlador es sensible al riesgo cuando E[Y] <
Uy (Y), o sea el caso en que la utilidad es una funcién convexa, y es neutral al riesgo si



E]Y]| = Uy (Y); es decir cuando la funcién de utilidad es lineal y sin pérdida de generalidad
en la mayoria de casos neutral al riesgo se toma U como la funcion identidad.

Ahora que el lector sabe identificar cuando el controlador es sensible o neutral al ries-
go, v en vista de que ya se definié un modelo de control M, y se defini6 el conjunto de
estrategias admisibles P, un problema de control optimo a tiempo-discreto, queda com-
pletamente determinado por el criterio o la funciéon objetivo, el cual o la cual mide el
desempeno de una estrategia m € P, cuando ésta es utilizada por el controlador.

Previo a definir o conocer algunos criterios de desempeno, es valioso mencionar que
en esta tesis se trata con un problema donde el controlador es sensible al riesgo, y en
horizonte infinito; es decir, que no se ha fijado a priori una fecha de terminacién para el
proceso controlado.

Después del anterior preambulo, el paso a seguir es definir algunos criterios de desem-
peno, primero se hace para el caso neutral al riesgo y enseguida, para el caso sensible al
riesgo.

En el caso donde el controlador es neutral al riesgo, por ejemplo, es comin en varias
aplicaciones encontrar los siguientes criterios de desempeno:

1. Costo total descontado: sea B € (0,1) fijo, m € Py x € S, se define el criterio de
desempeno para 7w cuando el proceso empieza en el estado x como:
o0
V(m,x):= EI [ZﬁtC’(Xt, At)]
t=0
En este ejemplo, la funcién objetivo V' es el equivalente certero del costo total
incurrido por el sistema, llevado a valor presente con una tasa de interés a(3) > 0,

donde a(f) = 2.

2. Costo promedio: para un estrategia m € P, y un estado inicial x € S. El equivalente
certero con respecto a la funcién identidad del costo acumulado por el sistema hasta
el tiempo n es W, (7, z) = E;f[ " C(Xt,At)]. De esta manera, el criterio se
define como el promedio por unidad de tiempo a largo plazo del equivalente certero
Wy, es decir

1
W (m, z) := limsup EWn(ﬂ', x).

Para asegurar que la funciéon objetivo W esta bien definida, se usa lim sup en lugar
de lim por causa de que no se puede aseverar que el limite exista, tampoco se toma
el limite inferior porque de cierto modo el criterio es pesimista con respecto al costo
esperado.



Sea p un nuimero real mayor que uno. Entonces, en el caso sensible al riesgo por ejemplo,
existe una familia de criterios costo promedio indexada por p, donde cada funcién objetivo
es el promedio por unidad de tiempo a largo plazo, del equivalente certero con respecto a
la funcién de utilidad potencia U(z) = zP del costo acumulado hasta cierto tiempo n, es
decir, cada funcién objetivo indexada por p es de la forma

1

Vp(m, z) = lim sup %E;r [( "z_i C(X, At)>p} 7
=0

En segundo lugar, en el caso sensible al riesgo se puede encontrar el criterio de estudio en
esta tesis, a saber, el criterio de costo promedio para la funcién exponencial U(z) = e*. Asi
pues, para una estrategia 7 € P, y un estado x € .9, el equivalente certero con respecto a la
exponencial del costo acumulado hasta cierto tiempo n es J,, (7, ) = In(ET [GZ?;OI C(Xe,A0]),
y la funcién objetivo es

1
J(m,z) = limsup Ejn(’ﬂ',l‘). (1.1)

1.1.4. Problema de control é6ptimo

Para el modelo de control M = (S, A, C, P), el conjunto de estrategias admisibles P, y
la funcién objetivo J(m, x) en (1.1), el problema de control 6ptimo consiste en minimizar la
funcién objetivo sobre el conjunto de estrategias admisibles IP, es decir, se quiere encontrar
una estrategia 7* € P, de tal forma que

J(m*,x) = inf J(m,z); (1.2)

welP
si la estrategia 7* existe se le llama estrategia optima.
La funcién

J*(x) == inf J(7m,x), (1.3)

el

se denomina: funcién valor de costo promedio éptimo.

En esta tesis, se dan condiciones suficientes para garantizar la existencia de una estra-
tegia 6ptima en (1.2), y para garantizar la existencia de un sistema de ecuaciones locales
de optimalidad, el cual a la postre caracteriza la funcién valor J*(z).

Nota 1.1.2. Observe que la funcién J(r,z) = limsup = ln(E;;[eEZO1 CXe40]) | se puede
interpretar como una tasa de crecimiento exponencial para el costo del sistema cuando el
controlador usa la estrategia m. La funcién valor J*(x) se puede entender como la mejor
de estas tasas o la mas conveniente.
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Antes de pasar a justificar los resultados que se van a exponer en esta tesis, se introduce
notacién que sera necesaria en futuros postulados y demostraciones. Para una politica
7w € Py un estado inicial = € S, se define el costo promedio a largo plazo (limite-inferior)
como : J_(m,z) := lim inf %Jn(w, x), y a su vez, la correspondiente funcién valor de costo
promedio 6ptimo (limite-inferior) J,(z) := inf ep J_(7, ).

1.2. Especificacion del problema

Como se mencioné en parrafos anteriores, el primer objetivo de la tesis consiste en
demostrar la existencia de una estrategia optima y caracterizar la funcion de valor éptimo
J*(z), definida en (1.3).

En la mayorfa de los casos, la caracterizacion de la funcién valor J*(z) se basa en la
siguiente ecuacion de programacion dinamica.

Definicién 1.2.1 (Ecuacién de Optimalidad o Ecuacién de Poisson). Para un nidmero
real ¢ € R y una funcién real h : S — R, la ecuaciéon de programacién dinamica, o
ecuacion de optimalidad es:

h(z . C(z,a h
edth(z) _ alenAfz {e ( )2;6 (y)pxy(a)}’ r e S. (1.4)
S

A partir de la ecuacién de optimalidad (1.4), utilizando propiedades de esperanza con-
dicional y siguiendo un argumento de induccion, se puede inferir la siguiente desigualdad

enoth(@) < prieXity CXeA)th(Xn)] yp € N, Va € S, Vr € P, (1.5)

de la cual se puede llegar a la subsecuente conclusion: si h es acotada, y se cuenta con
condiciones estandar de compacidad y continuidad sobre el espacio de controles A, enton-
ces la funcién valor J*(z) es constante e igual a g, ademds, la estrategia éptima es una
funcién f € F, con f(z) el punto donde se alcanza el infimo en (1.4).

Por lo tanto, se puede decir que el problema de control éptimo (1.2) queda comple-
tamente resuelto; y de una forma muy elegante, si existe una solucién acotada (g,h) de
la ecuacion de optimalidad. O sea, que en algunos casos con la finalidad de exhibir una
solucion al problema de control éptimo, se debe estudiar la existencia de soluciones acota-
das para la ecuaciéon de programacion dinamica. Bajo hipdtesis estandar de comunicacion,
existen trabajos en los cuales ya se ha demostrado la existencia de soluciones a la ecuacion
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(1.4), por ejemplo, es valiosos notar como las siguientes dos hipdtesis juegan un papel im-
portante al momento de determinar la existencia de soluciones acotadas para la ecuacion
de optimalidad.

Para F' C S se define el primer tiempo de arribo a F' como:

Tr:=min{n >1: X, € F}. (1.6)
La variable aleatoria T, es un ejemplo de un tiempo de paro.

Hipétesis 1.2.1 (Comunicacién). Para toda estrategia f € F, y todo par de estados
x,y € S, existe n(z,y, f) € N, de tal forma que P/[X, = y] > 0, ademés la matriz de
transicion que induce la estrategia f es aperiddica.

Hipétesis 1.2.2 (Condicién simultdnea de Doeblin). Existe un estado z € S, y una
constante positiva K, de tal forma que para todo x € S, y toda estrategia f € IF,

El[T] < K.

Cuando los espacios de estados y controles son finitos, Howard y Matheson bajo la
Hipdtesis 1.2.1 demostraron (ver [24]) la existencia de una solucién (g, h) para la ecua-
cién de optimalidad (1.4), utilizando teoria de Perron-Frobenious para matrices positivas.
Cuando el espacio de estados es finito y el espacio de controles es arbitrario, bajo con-
diciones de compacidad-continuidad, y bajo la Hipodtesis 1.2.1 omitiendo la periocidad,
Cavazos-Cadena y Fernandez-Guacherand exhibieron en [7] una solucién para la ecuacién
de optimalidad, y ademéds con un ejemplo (ver [7, Proposicién 3.1-3.2]) mostraron que
sus resultados no se pueden extender cunado el espacio de estados es numerable.

Por otra parte, bajo la condicion simultanea de Doeblin, Cavazos-Cadena y Fernandez-
Guacherand en [8] mostraron que para una funcién de utilidad exponencial U(z) = e**,
con A suficientemente pequeno, existe una solucién acotada para la correspondiente ecua-
ciéon de programacion dindmica, pero por otro lado para un A grande y arbitrario, el
siguiente Ejemplo 1.2.1, muestra que en dicho caso la funcién valor no es constante, por
lo tanto no existe una solucion acotada a la ecuacion de programacién dindamica. Ademas,
el ejemplo deja ver un contraste interesante entre los criterios de costo promedio a largo
plazo para el caso neutral al riesgo; donde bajo la Hipotesis 1.2.2 existe una solucién para
la correspondiente ecuacion de programacion dinamica, y el criterio de costo promedio en
el caso sensible al riesgo. Asi mismo, el Ejemplo 1.2.1 permite apreciar el impacto que
tiene un estado recurrente en el desempeno del sistema.
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Ejemplo 1.2.1. Sea S = {0, 1} el espacio de estados, el conjunto A = {a} es el espacio
control, C'(z,a) = x la funcién de costo a un paso, y se define la ley de transicién de la
siguiente manera: témese € (0,1) de tal forma que se cumpla la siguiente desigualdad,
ef > 1, entonces

P()()(CL) = 1
Pii(a) =
Plo(a) =1- 5
De la definicién, es fdcil observar que Py[Tyoy = 1] = 1y Pi[Tjoy = k] = gF1(1 - B),

en consecuencia Ey[Tyoy] = 1y Ei[Tioy] = (1 — 3)~!, de modo que para este modelo la
Hipdtesis 1.2.2 se cumple con el estado z = 0. Como z = 0 es un estado absorbente,

tampoco es dificil ver que J*(0) = 0, ademads, por otra parte, como e > 1

1

Jim LT (1) _ i (E? [621201 C(Xt,At)]) o

3=

ZE” X0 COCAON Ty — K] 4+ B [eZ3 CXAITgy > )

3=

im
lim (e eﬂ)k’1 + (eﬁ)”)
< o e— 1 B8—1 )7117

(&

ef—1

Entoces, In(ef) = J*(1) # J*(0) = 0, de manera que la funcién de valor éptimo no es
constante.

Por consiguiente, como se acaba de ver, la existencia de una soluciéon para la ecuacién
de optimalidad esta estrechamente relacionada con la estructura de comunicacion que se
impone sobre el modelo. En consecuencia para casos mas generales; con una estructura
de comunicacion mas débil, no se puede cimentar la caracterizacion de la funcion de valor
éptimo J*(z) sobre una tnica ecuacién de optimalidad. Por lo tanto, esta tesis pretende
dar condiciones que permitan caracterizar J*(z) en términos de un nimero finito mayor
o igual a uno de ecuaciones locales de optimalidad, y condiciones que a la vez permitan
garantizar la existencia de una estrategia optima.



Capitulo 2

Ecuaciones locales de optimalidad

En este capitulo se enuncian los principales resultados de la primera parte de la tesis,
como lo son el teorema de verificacién y el teorema de existencia. El objetivo principal
del capitulo es demostrar el teorema de verificaciéon. Primero se impone sobre el modelo
M = (S, A, C, P) la Hipétesis 2.1.1, la cual se mantendré fija durante toda la primera parte
de este trabajo, incluso si ella no se llega a mencionar explicitamente. Enseguida se define
un sistema de ecuaciones locales de optimalidad, ya que como se menciono anteriormente,
la funcién valor J*(z) se caracteriza en términos de dicho sistema, y antes de entrar a la
demostracion del teorema de verificacién se exhibe un ejemplo de tal sistema.

2.1. Ecuaciones locales de optimalidad

Hipétesis 2.1.1. i) Existe un subconjunto finito F' de S (F C 5), de tal forma que:
para cada f € F, y cada x € S,

P![Ty < 00] = 1.

ii) La funcién de costo C' es no negativa, y tiene soporte finito, es decir, el siguiente
conjunto Supp(C) := {(z,a) € K : C(z,a) > 0} es finito.

La primera parte de la Hipotesis 2.1.1 es una forma débil de la condicion simultanea
de Doeblin. El Ejemplo 2.1.1, que se expone més adelante, cuenta con un conjunto F
que cumple las condiciones de la hipdtesis anterior, que ademas es finito y cerrado con
respecto a cualquier estrategia estacionaria f € F. Sin embargo, esto no tiene porque
pasar regularmente, es decir, siempre que un proceso controlado bajo la Hipdtesis 2.1.1

13
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arribe a F), éste no tiene porque quedarse a vivir ahi eternamente. De hecho, como se vio
en el Ejemplo 1.2.1, el tiempo que pasa el proceso por un estado transitorio es importante
para cuantificar el costo promedio a largo plazo.

Definicién 2.1.1. Un vector de la forma B = ((S1, g1, h1), (S2, g2, h2), - - ., (Sk, gk, hi)) €s
un sistema de ecuaciones locales de optimalidad, de orden k, para el modelo M si, y solo
si, se cumplen las siguientes condiciones:

1. Los conjuntos 57,9, ..., Sk, forman una particién de S.

2. Para cada i € {1,2,...k}, h; es una funcién real definida sobre el conjunto .S;, de
tal forma que:

sup h;(x) = M; < 0. (2.1)

z€S;

Ademas, los g; son numeros reales que respetan el siguiente orden:
91 <92 < ... < Gk (2.2)

3. Para cada i € {1,2,...,k}, y cada x € S, el conjunto,

B,:={a€A, : > Pyla)=1}, (2.3)

yEU§:1 S5
no puede ser vacio.

4. Para cada i € {1,2,...,k}, y cada z € S;, el par (g;, h;) satisface la siguiente

ecuacion local de optimalidad,
i+hi(z) _ . C(z,a hi

edithi(z) _ (ILTEHBri{e ( )y%;i@ (y)ny(a)}. (2.4)

Como ya se dijo, el siguiente teorema es el primero de los resultados principales de la

primera parte de esta tesis. Este resultado, deja ver que soluciones (g;, h;) de un sistema

de ecuaciones locales de optimalidad son cotas locales por abajo para la funcion de valor

(limite inferior) J.(x). Igualmente, si el controlador dirige el proceso bajo una estrategia

estacionaria ﬁ y justo para esta estrategia f, el nimero g; es una cota por arriba de la

tasa de crecimiento exponencial mientras el proceso permanece en S; (ver Nota 1.1.2) y

ademés, f es el punto donde se alcanza el minimo en la ecuacién (2.4), entonces el teorema
dice que fes una estrategia éptima.
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Teorema 2.1.1 (Verificacién). Bajo la Hipdtesis 2.1.1, si

B = ((S1,91, M), (S2, 92, ha), - - (Sks Gk, ),
es un sistema de ecuaciones locales de optimalidad para el modelo M, entonces,
J(x)>¢g;, €8, i=12,.. k. (2.5)

Mas aiin, si asumimos que para cada i € {1,2,...,k}, y cada estado x € S;, eziste fe IF,
que se satisface lo siguiente:

f(x) € B,, edithi(z) _ C(x,f()) Z ehi(y)ny(f(l‘))’ (2.6)
YyES;
Y
1 ra n—
lim sup - ln(EﬁZ [6275:01 C(X“At)]l[xtesi;tgn,l]]) < ¢;, (2.7)

entonces, para todo x € S;, J.(z) = J*(z) = g;, y J*(x) = lim %Jn(f, ).

La demostracion del teorema anterior se divide en dos partes. La primera parte es
la combinaciéon de un argumento de inducciéon con un argumento de contradicciéon. En
la segunda parte, el primer objetivo es mostrar que para cada i € {1,2,--- ,k}, y cada
estado z € Sy, si el proceso se conduce bajo la funcién f en (2.6) y en (2.7) entonces, g;
es la tasa de crecimiento exponencial para el costo del proceso mientras éste permanece
en S;; una realidad que viene a implicar la siguiente desigualdad J (f, z) < g;.

Se ha mencionado varias veces que la caracterizacién de la funcién valor J*(z), depende
de la existencia de un sistema de ecuaciones locales de optimalidad, en el siguiente teorema
se asegura tal existencia y ademads se obtiene una estrategia 6ptima.

Teorema 2.1.2 (Existencia). Bajo la Hipdtesis 2.1.1, para el modelo M, existe un sistema
de ecuaciones locales de optimalidad 8. Ademds, eziste una politica f que cumple: (2.6)

y (2.7).

Con la finalidad de construir un sistema de ecuactones locales de optimalidad, se hace
uso de los puntos fijos de una familia de operadores contractivos, los cuales estan definidos
sobre el espacio de funciones acotadas en S.

Antes de pasar a la demostracion del teorema de verificacion, no estd de mas ver el
siguiente ejemplo, el cual desvela que es un sistema de ecuaciones locales de optimalidad.
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Ejemplo 2.1.1. Sea S ={0,1,2,...,...,} el espacio de estados, A = {a;,as} el espacio
control, se define la ley de transicién de la siguiente manera: Py(a;) = 1, parax = 1y
para z = 2 P..(a1) = Pylar) = % Ademds, para cada entero positivo k, se tiene que
Pipsi-s(ar) = Paggees(ar) = 1,y

1 1
Psp3kr1)(az) = 27 Psp3r—3(az) = Psgsr—2(az) = T

1
P3k+1,3k+4(a1) = 57 P3k+1,3k72(a1) = P3k+1,3k73(a1) = Zla

1 1
P3k+1,3k+4(a2) = 57 P3k+1,3k—2(a2) = P3k+1,3k—3(a2) = P3k+1,3k—1(a2) = 6’

1 1
Pijiospys(ar) = 3 Psjiosk-3(ar) = Psgrose—2(a1) = Pagiose—1(ar) = 3

P3k+2,3k71(a2> = P3k+2,3k+5(a2) = 5

Se puede observar lo siguiente: para x = 0,1,2 el conjunto de controles admisibles es
A, = {a1}, y para z € S\ {0, 1,2}, el conjunto de controles admisibles es A, = A. En
este ejemplo, se define la funcién de costo a un paso C' de la siguiente manera:

o x, if xe {172}7
Clz,a1) == { 0, if €S\ {1,2},

[ 2x, if we{1,2),
Cle,az) := { 0, if zeS5\{1,2}.

No es dificil ver que Pj[T{oy = 1] = 1 para toda m € P, ademads, para x = 1y = 2 se

tiene que Pr[Ti0 = n] = 5, por lo tanto para x = 0,1, 2,

P;[T{g} < OO] =1. (2.8)

Recuerde que bajo cualquier politica estacionaria f € F, el correspondiente proceso con-
trolado es una cadena de Markov clasica. Se define la parte entera de x como =(z), y el
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proceso Y,, := Z(X,/3). Por lo tanto, para cualquier entero no negativo n, y cualquier
feF, siY, >0, entonces,

1
PlY, =Y, —1|H,] = 5

x

1
PlY,o =Y, +1|H,] = 5
Si Y, = 0, entonces Y,,.; = 0 PJ-casi seguramente (c.s.), es decir, que bajo cualquier
estrategia estacionaria f € FF el proceso {Y,} es una caminata aleatoria simétrica con
una barrera absorbente en el estado {0}, en conclusién, para todo x € S, P/[Y, =

0, para algiin n > 0] = 1, entonces para todo x en S,

PI[X, € {0,1,2}, para algtin n > 0] = 1. (2.9)
La siguiente proposicién es consecuencia inmediata de (2.8) y (2.9).
Proposicién 2.1.1. Para el Ejemplo 2.1.1, la Hipétesis 2.1.1 se cumple con F' = {0}.

Como consecuencia inmediata de la proposicién anterior, para el Ejemplo 2.1.1, existe
un sistema de ecuaciones locales de optimalidad. En primer lugar, la particion del espacio
de estados S se define para r = 0,1, 2, como:

Sy ={3k+r : k=0,1,2,...}.

El costo C(0, ay) es cero, y el estado cero es absorbente, entonces para cualquier estrategia
7 € P, se tiene que la funcién valor en cero es igual a cero J*(0) = 0. Por otro lado, gracias
a la relacién (2.8), para « = 1 y cualquier politica m € P, se tiene la siguiente igualdad

n—1
e = Eflexiz COA] = N e P [Ty = r] + " P{ [Ty > 1,
r=1
la cual implica la siguiente estimacién
" In(m,1) "
on—1 S € S n2n—17

por lo tanto, J*(1) = In(e/2). De manera similar se puede calcular J*(2) = In(e?/2).
Ahora, sea fvuna politica estacionaria tal que para todo x € S, f(x) = a;. Entonces,
para cada r € {0,1,2}, se definen localmente las siguientes funciones: para x € Sy,
ho(z) :==0,parar =1y r =2, h.(r):=0,yparazx € S, \ {r},

h(z) := In(ES [eiJ*(T)TT]I[T{,.}@o]])-
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Proposicién 2.1.2. Para el Ejemplo 2.1.1, P := ((So, g0, ho), (51, 91, h1), (S2, g2, ha)) es
un sistema de ecuaciones locales de optimalidad, donde g, = J*(r).

Demostracion
1. Por definicién {Sy, S, 2}, es una particién de S.

2. Por definicién, para cada r € {0,1,2}, y cada x € S,, h.(z) < 0. Mds atin, para

r=16r =2 yun estado fijo de la forma = = 3k +r en S, \ {r}, se tiene la

siguiente probabilidad Pf Ty = k] = por lo tanto

1
@r+2)F

1

e —grk pf _ 1] —
e ()Ze 9 PJ{[T{T}—/{]— (69T2(7’+1))k‘

Es decir que para r € {0,1,2}, y x € S,, la funcién nunca toma el valor —oo,
(hy(z) € ] = 00,0]). En conclusién, sup,cg hr(z) = M, = 0 < oo, ademés por
definicién gg < g1 < ¢o.

. Por la construccion del modelo presente en el Ejemplo 2.1.1, para cada x € Sy U

S1U{2}, B, ={a1}, y paraz € S\ {2}, B, = A.

. Aun falta por demostrar la cuarta condicién de la Definicién 2.1.1. Cuando r = 0,

la conclusion es inmediata, pasa lo mismo parar =1,z =1y r =2, x = 2. A partir
de la definicién de la ley de transicién en el ejemplo 2.1.1, es facil observar que para
z € 51\ {1}, se cumple

PlX,e{z—4,2-3,2+3) =1,
como x —4 € Sy, y Sy es un conjunto cerrado bajo la politica f, entonces
PI[X,=2—4,T < oc] =0,

por lo tanto, para x € Sy y x > 3

ehl (z) _

Ef[e_ng{l}]I[Xl =z —3,Tiy < ool]] + Ef[e_ng{l}H[Xl =z+3, Ty < )] =

6_91Pm7x_3(a1)E£_3[6_ng{l}H[T{l} < oo]] + e_glPx7m+3(al)Ef%[e_ng“}]I[T{l} < ox)] =

e*glpx,m_g(al)ehl(zf?’) +e N Px,x+3(a1)eh1("”+3),
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ademas

Ef[eTI[X, = 4 — 3, Tjyy < oo]] = Ef[e#TI[X, = 1]]

= 6_91P471(a1) = 6_91P471(a1)6h1(1).

De este modo, combinando los dos tltimos juegos (conjutos) de ecuaciones, se sigue
que

eh1(:c) — e 9 Z eh1(y)P$7y(a1)’ r €S \ {1} (2‘10)

yeSL

Para = € S;\ {1}, C(x,a;) = 0, entones la igualdad (2.10) implica (2.4). Cuando x
estd en Sy \ {2}, se puede establecer un resultado similar observando que el minimo
sobre el lado derecho de la ecuacién (2.4) se alcanza en a;.

]

2.2. Teorema de verificacion

Esta seccion junto con la siguiente son el plato fuerte de este capitulo, y estan dedicadas
a demostrar el teorema de verificaciéon. Como se dijo, dicha demostracion se divide en dos
partes, la primera parte consiste en un argumento de induccion sobre el orden k del
sistema, mezclado con un argumento de contradiccién el cual se basa en contestar la
siguiente pregunta: ;Qué pasa, si existe una clase S, # Sk, un estado x en S, y una
estrategia m € P de tal forma que la correspondiente tasa de crecimiento exponencial
asociada a 7 cuando el proceso empieza en x sea mayor que la tasa g,.?. La segunda parte
consiste en demostrar que para cada i € {1,2,---  k}, y cada estado = € S, si el proceso
se conduce bajo la funcion quue cumple (2.6) y cumple (2.7), g; es la tasa de crecimiento
exponencial para el costo del proceso mientras este permanece en S;; una afirmacién que
a través del Lema 2.3.2 y la Proposicion 2.3.1 con llevan a la demostracion de la siguiente
desigualdad: J (f, x) < g;, la cual implica de inmediato la segunda parte del teorema de
verificacién.

2.2.1. Paso de induccion

La Proposicion 2.2.1 es un elemento clave a la hora de completar la demostracién del
teorema de verificacién. La prueba de dicha proposicion se basa en la desigualdad que se
obtiene en el siguiente lema.
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Lema 2.2.1. Sea B, un sistema de ecuaciones locales de optimalidad de orden k para
el modelo M. Entonces, para cada politica 7 € P, y n € N, se cumple la siguiente
desigualdad:

€n9k+hk($) < E;T[e ;L:_ol C(Xt’At)+hk(Xn)I[[XteSk;t§n]], = Sk (2‘11)

La demostracion de este lema sigue un argumento de induccion sobre la variable tem-
poral n.

Demostracion. Sea x un estado arbitrario en Sj, entonces, en este caso a partir de la
Definicién 2.1.1, B, = A,, por lo tanto, de la ecuacién (2.4) para cada a € A,, se tiene
que:

eIk Thi(2) < C(z.0) Z ehk(y)ny<a)7 (2.12)

YESk
o sea que para cualquier estrategia m € P,
mo(a|z)ed @) < Z C@wD W p . (a)my(alr),
yESk
sumando sobre A, en ambos lados de la desigualdada anterior se llega de inmediato a la
siguiente desigualdad:
eIk +hi(x) < Z Z ec(x’“)ehk(y)Pmy(a)ﬂo(a|x) — E;T[GC(XO’AO)ehk(Xl)H[XteSk;tgl}]7
a€Ay yESK

y de esta manera se tiene que la desigualdad (2.11) se cumple para n = 1.

Supéngase que la desigualdad (2.11) es valida para un entero positivo n. Sean x € Sk,
y m € P arbitrarios, haciendo uso de la propiedad de Markov, y de la desigualdad (2.12)
se obtiene que

E;T [62?:0 C(Xt7At)+hk(Xn+1)H[Xt€Sk;t§n+1} |Hna An]
62;;0 C(XhAt)H[XtESk;tSn] E;r [ehk(Xn+l)H[Xn+1ESk} |Xn7 An]

n—1
Xt Oy e Y MW Py (A)
yESk

v

62?;11 C(Xt, A (Xn)

+h
i, espe<n €™

Integrando con respecto a P en ambos lados de la desigualdad anterior, y haciendo uso
de la hipdtesis de induccién, se sigue que

E;r [622;0 C(X¢,At)+hg(Xn+1) ] > eIk E;T [GZ?;OI C(Xt,At)+he(Xn)

H[XtESk;tSn-H] H[XtESk;tSn]]

> 9k o9k thi (@)

— e(nt1)grthy(z)
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m

La siguiente proposicién, demuestra la primera parte del teorema de verificacién en

la dltima clase de la particién, es decir sobre el conjunto Sy en el sistema de ecuaciones
locales de optimalidad.

Proposicion 2.2.1. Sea B, un sistema de ecuaciones locales de optimalidad de orden k
para el modelo M. Entonces, para todo x € Sy, J.(x) > g.

Demostracion. Sea x € Sy arbitrario, observe que para todo entero positivo n, y m € P,

en(me) = Erlefino O] > prielicg O A o).

Por otro lado, de (2.1) se sigue que para todo = € Sy, hg(x) — M) < 0, por lo tanto, de
la desigualdad del Lemma 2.2.1 se obtiene la siguiente desigualdad,

n—1
eIn(m) > E;r[eztzo C(Xt’AtHh’“(X”)_Mk]I[XzeSk;tSn}]

— oM E;T [62?;01 C(Xt,At)+hy( —My, ongr+hi(z)

Xn)H[XtGSk;tgn}] 2 €

Tomando logaritmo natural, y después el limite inferior en ambos lados de la desigualdad

f In (7,2

anterior, se llega a la siguiente desigualdad, limin > gk, entonces, minimizando

sobre el conjunto de todas las politicas se sigue que J,(z) > gx. O]

2.2.2. Cotas inferiores de la funcion valor costo promedio 6pti-
mo

Con la finalidad de dar respuesta a la pregunta que fundamenta el argumento de
contradiccion utilizado para demostrar la primera parte del teorema de verificacion, es
indispensable en este punto introducir el concepto de modelo de control reducido.

Sea B, un sistema de ecuaciones locales de optimalidad de orden k > 1 para el modelo
M. Sea S := Uf;ll S;, como B, es no vacio, se define el conjunto no vacio gx de la siguiente
manera:

A, ={a€A, + Y Pyla)=1}, z€S.
yes

Definicién 2.2.1. Sea % un sistema de ecuaciones locales de optimalidad de orden k > 1
para el modelo M. Sea K := {(z,a) : z € S, ac A\x} Se define un kernel estocdstico P
sobre S dado K, como Pry( ) := Pyy(a), y se define una funcién de costo C:K—>Rde
la siguiente manera C'(z, a) ( a). Entonces, se puede especificar el siguiente modelo
de control reducido: M = (S,A{A oY e C, P).
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Nota 2.2.1. De la definicion 2.2.1, se puede ver que si B es un sistema de ecuaciones
locales de optimalidad de orden k > 1 para el modelo M, entonces,

B = ((S1, 91, 71), (S2, 92, h2) - - -, (St Gt hae1))s

es un sistema de ecuaciones locales de optimalidad de orden k—1, para el modelo reducido

—~

M.

., Qué pasa, si existe una clase S, # Sk, un estado x en S, y una estrategia m € P de
tal forma que J_(m,x) < g..7 Respuesta:

Lema 2.2.2. Sea B, un sistema de ecuaciones locales de optimalidad de orden k > 1
para el modelo M. Supongamos que para algin r € {1,2,3,...,k — 1} y x € S,, existe
una politica m € P tal que

J_(m,x) < gy (2.13)
Entonces, para cada n € N, Pg[ﬁn(A\XJHn) =1]=1.

La demostracion de este lema se basa en un argumento por contradiccion.
Demostracion. Para cada y € S, se define el conjunto Aj := A, \ A,. Supéngase que
existe un n € N, para el cual se cumple la siguiente desigualdad:

Prm.(AS |H,) > 0] > 0. (2.14)
Por otro lado, se puede ver que

PI[Xpp1 € SelH) = Y Y Pxyla)ym(alHy) > Y > Py y(a)m,(alH,).

aEAXn YyESk GGA\C YyESk
Xn

Es decir, que la suposicién (2.14) implican que existe una probabilidad positiva de que el
proceso visite la clase S al tiempo n + 1,

P [Xi1 € Si] > 0. (2.15)

T

Tomese En € H,,yae A,, arbitrarios pero fijos, se define la estrategia de desplazamiento
p"@ de la siguiente manera:

pih”’a)(-mt) = 7Tn+1+t<’|%ma’ he), he € Hy, t €N
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Entonces, para un m >n + 1,

E [ XiZo O ]I[Xn+165k |Hn7An7Xn+1

]
e2eizo CXLAN s BT [ei= e COCAD A, K]
p(Hn An>[ SmorTro( Xt,At)]

]

—0 C(Xt,A

e2t=o C(Xt t)H[Xn+1eSk]EXn+1 -
—(n+1)||C p(Hn,An) morT2 O(Xy,A
e~ ||H[Xn+lesk]EXn+1 [Z ’ o -

e alilelly A X O A0

Ep(Hn
[ n+1€Sk] Xn+1 [Xtesk;tgm—n—lﬂ’

El Lema 2.2.1, la desigualdad anterior, y (2.1), llevan a la siguiente desigualdad:

E;T[GZ?;B C(Xtht)H[X +1eSk]|Hn; A X, + 1] > e—(”+1)HCHI[[X +1esk}e_Mke(m_”_l)gk+hk(Xn+l)’

integrando con respecto a P en ambos lados de la desigualdad anterior se obtiene que

E;r [62?251 C(Xt,At)I[[X }] > e—(n+1)||CHe—Mke(m—n—l)gk E;r [eh’“(X

n+1
n+1€Sk * )H[Xnﬂesk”'

Por lo tanto,

eJm(ﬂ',m) — E;[@Z;’;Bl C(Xt;At)] E [ Zt 61 C(Xt,At ]I[X

n+1 ESk]]

>
> e —(n+D||C] o =M, o (m—n— 1)9kE7|'[ b (Xn+1)

€ I[[Xn+1€5k}]'

he(®) es positiva, y el evento [X,41 € Si| tiene una medida positiva

Como la funcién e
(ver (2.15)), entonces Hminf,, o =Jin (7, 2) > gi. Pero (2.13) implica que gr < g,. Por lo
tanto, se ha arribado a una contradiccién (ver (2.2)). O

Evidentemente si tal estrategia m en el Lemma 2.2.2 existe, y si el proceso se conduce
bajo esta estrategia, entonces, casi seguramente el proceso nunca visita la clase Si. Cier-
tamente ésta es la respuesta que presenta el Lema 2.2.2 a la pregunta que lo precede. Lo
importante, como se vera a continuacion, es que esa estrategia m se puede identificar con
una estrategia A correspondiente al modelo de control reducido; que en conclusién resulta
que miden o integran lo mismo.

Para el modelo de control reducido M el espacio de historias admisibles hasta el tiempo
t se denota por ]ﬁlt, la clase de estrategias admisibles y la clase de estrategias admisibles
estacionarias se denotan por P y F , respectivamente. Para cada politica p € ]IAD, el costo
promedio a largo plazo (limite-inferior) se denota como J_(p,-), v se denota por J.() a
la correspondiente funcién valor de costo 6ptimo (limite-inferior).

Dada una w € I@, y 7 como en el Lema 2.2.2, para cadan € N, h, € ]ﬁln, y D € B(A),
se define la estrategia A € P como:

An(Dlhy) = 70(D N Ay [h) + (1 = 7 (A, [ 1)) 6 (D) (2.16)
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Lema 2.2.3. Sea B, un sistema de ecuaciones locales de optimalidad de orden k > 1
para el modelo M. Se supone que para algin r € {1,2,3,...,k— 1}, x € S,,y 7 € P, se
cumple la desigualdad (2.13). Entonces, para la estrategia A definida en (2.16), se tiene
que

P2[H, € D| = PT|H, € D], Yn €N, D € B(H,), (2.17)
ademas,
J_(Az) = J_(7,2) < gr. (2.18)

Demostracion. El argumento es por induccién. Primero, P2 [x € D] = 6,(D) = Pz €
D], entonces se cumple (2.17) para n = 0. Ahora, se asume que (2.17) es valida para un
entero positivo n. Sean D € B(H ), D1 € B(A), y Dy C S, entonces

PI[H, € D, Ay, € Dy, Xp1 € DolHy) =Ty 3 Y Pxoyla)ma(alH,).

a€D1 yeD>

También, como consecuencia del Lema 2.2.2 y (2.16) se tiene que A, (-|H,,) = m,(-|H,) P
casi seguramente (c.s.). Por lo tanto

PI[H, € D, A, € Dy, X1 € Do|H,) =Trep) Y Y Px,y(a)An(a|H,) PT c.s.

a€D1 yeD2

haciendo uso de la hipétesis de induccion se sigue que

PT[H, € D,A, € Dy, X, 11 € Dy] = / > Pxy(a)An(alHy)dP] ()
a€D1 yeD>

~ [ 3% Pl )dPE(h)
a€D1 yeDs

= PXH, € D, A, € Dy, Xn1 € Dy.

Entonces, por [6, Teorema 3.3|, se cumple (2.17) para n + 1. Es asi que del argumen-
to anterior, para cada n € N se tiene que EA[eXi0 CXuAn] = Erieisd C(XnAd] Por
consiguiente J_(A,x) = J_ (7, x). O

Ya se tienen las herramientas suficientes para demostrar la primera parte del teore-
ma de verificacién. Como se ha venido anunciando el argumento de la prueba es una
combinacion entre un razonamiento por induccién y uno por contradiccién.
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Demostracion del Teorema 2.1.1 primera parte: La induccién es sobre el orden
k del sistema B. Primero, si 8 tiene orden k = 1, el resultado se sigue de la Proposicion
2.2.1. Supdngase que (2.5) es valida para k = m — 1, con m > 2. Sea B un sistema de
ecuactones locales de optimalidad de orden k = m. Entonces, el sistema reducido B tiene
orden k =m — 1, y por la hipdtesis de induccién se tiene que:

~ 1 ~
Jo(z) = inf (iminf —J,(7,2)) > ¢;, v € S;, i =1,2,...,m — 1. (2.19)
neP n—oo M
Ahora, si se supone que en el sistema original B, existe r € {1,2,... ,m—1} y z € S, tal
que

1
Ji(z) := fnf (liminf —J, (7, 2)) < g,

TeP n—oo N
entonces, la definicién de inf implica que existe una politica = € P, tal que J_(m, x) < g,.
Por lo tanto, por el Lema 2.2.3 y por (2.18), existe una estrategia A € P tal que j_(A, x) =
J_(m,x) < g, es decir se ha llegado a una contradiccién con (2.19). El anterior argumento,
y la Proposiciéon 2.2.1 implican que

1
Jo(z) = nf (Miminf —J,,(7,2)) > ¢;, z € S;, i=1,2,...m.

T€EP n—oo N

2.3. Estrategia optima

A partir de este momento y hasta el final de este capitulo, f denota una estrategia
estacionaria que cumple las condiciones (2.6) y (2.7). La demostraciéon de la segunda
parte del teorema de verificacién se basa en la Proposicién 2.3.1, la cual utiliza en su
demostracién que f(z) € B,, y el Lema 2.3.2.

A partir de la veracidad del limite que se demuestra en el siguiente lema, en el Lema
2.3.2 se construird una cota que depende de € > 0 y la correspondiente tasa local para
el certero equivalente del costo acumulado mientras el proceso es conducido bajo f y

permanece en la clase en la cual empieza.

Lema 2.3.1. Para cada i € {1,2,...,k}, y ¢ € S;, se cumple el siguiente limite

L, 1 7 n—
lim — In(Bf[eXi=0 CXA Ty e 1)) = gi, (2.20)

n—oo N

ademas

i > 0. (2.21)
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Demostracion. Sean i € {1,2,...k}, y © € S;, arbitrarios pero fijos. La ecuacién (2.6)
es equivalente a
p9ithi(z) _ Ef[(aC(Xo,Ao)m(xl)H[Xle sils
x k3
entonces, siguiendo un argumento similar al que se utilizo en el Lema 2.2.1, se tiene para
todo n € N la siguiente igualdad:

enoithi@) — plleXisy CXeADHhXn) o],

Por lo tanto,

roithi(®) < Mi pfeXic AN o]
< eMi Ef[ezgol C(Xt’At)I[[XtES“tgnfl]]v
tomando logaritmo natural en ambos lados de la desigualdad anterior, dividiendo por n,
y finalmente calculado el limite inferior se tiene la siguiente desigualdad:

1 rs n—
gi < liminf — In( B [eX4=0 CX ANy, g pcn)]):

La condicién (2.7) junto con la anterior desigualdad traen consigo el siguiente limite:

1 r n—1
lim — ln(EaJ: [eztzo C(Xt,At)

e H[XteSi;tgn—l}]) = Gi-

Para verificar (2.21), recuerde que f(z) € B,, entonces para x € Sy, y para todo n € N,

ng [62?;01 C(XnA) = Ef [62?;01 CXCAN ¢ oven-l,

—1

por lo tanto, (2.20) implica que g; = lim,, %ln(Ef[eZ?:O CXnA0]) > 0. O
El Lema 2.3.2 es una version local de la Proposiciéon 2.3.1, de aqui que su intencién
sea el uso que se hace de él en la demostracion de la Proposicion 2.3.1.

Lema 2.3.2. Para cada i € {1,2,...,k}, se cumple la siguiente proposicién: dado un
e > 0, existe b;(€) en [0, 0], de tal forma que para todo estado z en S;, y para todo n en
N, se cumple la siguiente desigualdad:

E’f 62?:_01 C(Xtht)]IX csiten_t] < eMgite)+bi(e) 2.99
x [ t 10> }
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Demostracion. Sea € > 0, témese ¢ € {1,2,...,k} y x € S;, arbitrarios. Por el lema
anterior existe un entero positivo N(z,¢) de tal forma que para todo n > N(z,€),

ra n—1 e
Ef[eXim0 Oy g pen—y] < €"OF). (2.23)
También, para € > 0, y cada x € S;, se puede definir el siguiente niimero real no negativo,

bi(,€) := 1<521%}(<x 6){ln(ng[eZ?:_O CCAN ¢ csrien—))) }- (2.24)

A partir de la desigualdad (2.21), y la Definicién (2.24), es claro que para todo = € S;, y
n € N,

Ef[eZ?;ol C(XhAt)H[XteSi;tSnil]] < enlaitothilee) (2.25)

Con la finalidad de completar la demostracién, a continuacién se verifica que b;(z, €) se
puede seleccionar independientemente de x. Primero, se fija un conjunto C* C S, el cual
se define de la siguiente manera,

C*:={zx eSS : C(x,a) >0 para algin a € A,}. (2.26)
Luego, se consideran los siguientes dos casos:

Caso 1: S;NC* = 0.

Sea x € S;, y sea n € N, entonces,
Ej:[ezgol C(Xt,At)H[XtGSi;tSn_l}] _ Pj[Xt €Sit<n—1<1,
por lo tanto, (2.22) se cumple con b;(€) = 0, porque g; > 0, (ver (2.21)).

Caso 2: S;NC* # 0.

Por la Hipétesis 2.1.1, S; N C* es un conjunto finito. Ahora, si se define b;(¢) como

b(e) = midx bilz,€) >0,

la desigualdad (2.25), implica que para todo = € S; N C*, y todo n € N,

Ef[eZ?:_ol C(X¢, A ] < e gite)+bi(e)

)H[XtESi;tgn—l}
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Por otra parte, si z € S; \ C*, entonces C(X;, A;) = 0, para todo t < T¢+; de esta
manera utilizando la propiedad de Markov para r < n, se tiene lo siguiente:

ra n—1
Ei[e =0 C(Xt’At)]I[XtESi;tSn—l;TC*:r]|Hta t S T] -

r n—1
E£[€ t=r C(Xt’At)]I[XtESi;tSN—LTC*:7"]|Ht7t S ’]"] —=

Sy o(Xxq,

H[Xt €85t<rTex=r] E{(T [6 At)H[Xt GSi;tSn—r—l]]-

Sobre el evento [X, € S;; T+ = 1], se tiene que X, € S;NC*, entonces, una vez mas

a partir de que g; es no negativo (2.21), se tiene que:

n— 1 i T€ i€
E [ 2= C(Xt’At)I[[XtGSi;tgn—l;TC*:r}|Ht7t < T] < ]I[XtESi;tST;TC*:r}e(n—r)(gﬁ_ i)

< g en(gi+€)+bi(€)’

por lo tanto Ef [e2i=r LOX, AN x, e8it<n—1:Tn=r]] < PE[TC* = rlengite)tbile)

Sea x € S;\ C*, y n un entero positivo, como los nimeros g; y b;(€) son no negativos,
entonces,

rs n—1
Exf[(aZt:O C(Xt,At)]I[XtESi;tSTL—I]] —

n—1 rs n—1
ZEf Zt o( Xt,At)H[Xtesi;tSn_l;TC*:Tﬂ + Eﬁezt:o C(Xt,At)H[XtEsi;tgn_l;Tc*Zn]] =

n—1
Z El[eZi= AN X et an—1700 =) + PLX; € Siit <=1, Tor 2] <
r=1
n—1 _ _
"0t ON " PlTe =] + Pf[Te- > n] <
r=1

e"(gite)+bi(e)

I

por lo tanto, para x € S; \ C* también se cumple (2.22).

O
La siguiente proposicién trae consigo como consecuencia inmediata la demostracion
de la segunda parte del teorema de verificacion.
Sea € > 0, para cada i € {1,2,...,k}, se definen el siguiente conjunto y el siguiente
numero real:

US y b Zb (2.27)
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Proposicién 2.3.1. Dado € > 0, para cualquier entero positivoi € {1,2,..., k}, cualquier
estado x € S;, y cualquier n € N, se cumple la siguiente desigualdad:

Bl [0 O] < pi-Len(aitatbile) (2.28)

La demostracion es un argumento por induccién sobre 4.
Demostracion. Sea € > 0, para i = 1, se tiene que S; = Sy, y bi(€) = bi(e). Como
f(z) € B,, entonces, para todo x € S, el Lema 2.3.2 conlleva a la siguiente desigualdad:

EI[@ ?:—01 C(XmAt)] _ EQ{[GZ?Z_OI C(X¢,At) ] S 6n(gl+e)+51(e)’

H[Xt651;t§n—1]

por lo tanto, (2.28) se cumple para ¢ = 1.

Supdngase que (2.28) se cumple para i < k. Entonces, usando el orden que se establece
en (2.2), las definiciones en (2.27), y la hipétisis de induccién, para todo z € S, y todo
n € N se obtiene la siguiente desigualdad:

35[62?;01 C(Xt’At)] < ni—Llen@it+bi(e) < i n(givite)thivi(e) (2.29)

Por otra parte, recordando que ]7(3:) € B,y S’;H = S U S’;; bajo fse tiene que los
siguientes dos eventos coinciden para cada z € S;41,

[T5, >n] = [X; € st <n—1] Plas.
y, también coinciden los siguientes dos eventos:
[T@ =m|=[X; €S ;t<m—-1,X, € gz] Pi a.s..

Por lo tanto, haciendo uso de la propiedad de Markov y la hipoétesis de induccion, para
todo = € S;41 se sigue que:
Ef[ezggol C(XtyAt)]I[ngzm] |Ht7 t S m] —
.3 o(Xe,A _
Eﬁezt_o (Xt t)I[[XtESiJrl%tSm_l;Xmegi]’Ht,t < m] —

I VN S D e e(0 9 )
[Xt65i+1;tgm—l;XmESi]EXm[6 ‘ ]S

z‘—le(n—?ﬂ)(!]i-i-ﬁ)'*'gi(E)7

et C(Xe AN

St O(Xe,Ar) . _
et=0 H[Xt€S¢+1;t§mfl;Xm€Si](n m)

integrando con respecto a Pf en ambos lados de la desigualdad anterior, se obtiene la
siguiente desigualdad:

B[ OO, ) <

f m—1 i— n—m)(g;+e€ ~i €
Ef[e=0 C(Xt’At)H[XteSm;tgm—hxme@]](” —m)’lelrmgr il

)
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ademas, haciendo uso de la propiedad monoétona de la integral, v el Lema 2.3.2 se sigue
que para todo x € S;,1,

Bl [eXi%! CXuang i1 (n—m)(gi++5i(0) <

[XtGSH—ltSm_lﬂ (n - m) =
(n . m)i—lem(gi+1+€)+bi+l(6)+(n_m)(gi+6)+gi(5)7
por lo tanto, (2.2) y (2.27) implican que para todo x € S;y1,

EZ[GZ?;(} C’(Xt,At)]I T ] < ni—len(gi+1+e)+gi+l(e) '

[ §Z_:m} >~

También, para un n € N arbitrario, y « € S;,1, usando el Lema 2.3.2 se tiene que

EUJ:[GZ?;OI C(Xe,A)T 62?;01 C(X1,Ay)

[T§i2"ﬂ - Eﬂ Iix,e8, 1 t<n—1]]
< e”(9i+1+6)+bi+1(e)

eMgit1 +€)+bit1(e)

IN

Entonces,

-1
E{[QZ?;OI C(Xt,At)] _ Z Ef[ezgol c(Xt,At)H[Tg:mﬂ i Ef[ezgol c(Xt,At)]I[T’an]]

3

3 3
==

ni—16"(9i+1+6)+@+1 (€ 4 gnlgit +e)+biy1(e)

(]

3

< ple™9itt +6)+F5i+1(6).

S

La desigualdad anterior, junto con la desigualdad (2.29), implican que la Proposicién 2.3.1
se cumple para 7 + 1. O

Demostracion del Teorema 2.1.1 segunda parte: Dado e > 0,y x € 5; C gz-, la
Proposicién 2.3.1 acarrea la siguiente desigualdad,

Jn(f, x) = ln(E‘,fj[eZ?:_O1 C(Xt’At)]) < (i+1)In(n) + n(g; + €) + b;(e),

por lo tanto J(f,z) < g; + €, como € se escogi6 de manera arbitraria J*(z) < g;. Ademas,
(2.5) implica las siguientes desigualdades: g; < J.(x) < J*(x) < ¢;, ¥

1~ 1~
9i < Ju(x) < liminf —J,(f,z) < limsup —J,(f,z) < g;,
n

n—oo T n—00

por lo tanto, J.(x) = J*(z) = ¢;, y lim,, 00 %Jn(f’ T) = g;. =



Capitulo 3

Teorema de existencia

Este capitulo esta dedicado tnica y exclusivamente a demostrar el teorema de exis-
tencia, la decision de dedicar un capitulo entero para tal fin, aparte de que se ha hecho lo
mismo para el teorema de verificacién, va mas allda de una cuestion de estética por parte
del autor, pues es obvio que el teorema de verificacion pierde todo su valor sino se cuenta
con la existencia de un sistema de ecuaciones locales de optimalidad, y una estrategia
estacionaria que cumpla (2.6) y (2.7).

Como ya se menciond, la consecucion de un sistema de ecuaciones locales de optima-
lidad se basa en la Hipotesis 2.1.1, y en una familia de operadores contractivos. Por esta
razon el capitulo empieza con una pequena secciéon dedicada a dichos operadores.

3.1. Operadores contractivos

Sea B(S) el espacio de funciones medibles a valor real, acotadas, y definidas sobre el
espacio S, dotado con la norma del supremo, es decir, si V' € B(S), la norma de la funcién
Vies [[VI] == sup,eq [V(2)]

Definicién 3.1.1. Dado « en ]0,1], se define el operador T, : B(S) — B(S), de la
siguiente manera: para V € B(S),y x € S,

T.[V](x) = inf {C(z,a) +1n ) eV WP, (a)}.

acAy
yeSs
La definicion anterior es equivalente a
To[VI(z) _ =« C(z,a 1%
T = o (eSO Py, (31)
ye

31
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Las siguientes propiedades del operador T, son consecuencia inmediata de (3.1).
1. Mondtona: para cada V, W € B(S), con V. < W, T,[V] < T,[W].
2. a-Homogeneidad: para V € B(S), y r € R, T,[V +r| =T1,[V] + ar.

Es claro que a partir de la definicién de la norma sobre B(.S), para toda funcién V'y W en
B(S), |V —W| < ||W — V||, entonces, como consecuencia de la propiedad de monotonia
y la propiedad de a-homogeneidad se sigue que: para toda V' 'y W en B(S),

| Ta[V] = TuWII| < af[V = W], (3:2)

por consiguiente T, es un operador contractivo. De esta manera, el Teorema de punto fijo
de Banach (ver [27, Teorema 2.2]), implica que exite una tnica funcién V,, € B(S), de tal
forma que T,[V,] = V,, es decir,

M= Inf (00D e Py (@) 33)
yes
Por otro lado, para = € S, T,[0](x) = inf,ca, C(x,a), lo cual nos dice que la norma

del operador evaluado en la funcién 0, es acotada por la norma de la funcién de costo,
[|T.[0]]] < ||C]|]- ! La siguiente desigualdad ||V || — [|Ta[0]|| < ||[Va — Tw[0]]], junto con la
contraccién (3.2) para la funcién V,, y la funcién 0, llevan a la desigualdad (3.4), la cual
sera clave al momento de definir las tasas locales de crecimiento exponencial,

(1 = a)IVall < [[C]] (3.4)

Todo el trabajo que se desarrolla a partir de este momento y hasta el final del presente
capitulo se basa en la seleccion de una sucesién sobre el intervalo ]0, 1].

Usando el método de la diagonal de Cantor se elige una sucesion {a,, }>°_, C|0, 1], de
tal forma que cumpla las siguientes dos condiciones:

1.

am 1 (3.5)

2. Para todo z,y € S, los siguientes limites existen:

La norma de C' es la norma del supremo sobre B(K).
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1 (Ve () = Vi, (9)) € [0, 00]. (36)
2
T (1= )V, (@) € [=]ICIL IO (37)

La sucesion {a,, }2°_; que satisface (3.5)-(3.7), se mantendra fija a través de este capitulo.
A continuacién, se define una relacién de equivalencia, la cual asegura la existencia de
una particién del espacio de estados.

Definicién 3.1.2. Sean x y y dos estados cualesquiera en S, se define la relacién de
equivalencia ‘ ~ ¢ como:  ~ y < limy, 00 (Va,, () — Va,, (y)) estd en | — 0o, ool.

De inmediato se puede observar que:

ooy < lim (V,, (x) =V, (y) =00, o lim (V,, () — V,, (y) = —o0. (3.8)

m— 00 m— 00

Las dos relaciones que se definen a continuacién, una sobre el espacio de estados, y la otra
sobre las clases de equivalencia con respecto a la relacién que se establecié en la Definicion
3.1.2; tienen la finalidad de establecer un orden total sobre dichas clases, una propiedad
que sera utilizada varias veces.

Definicién 3.1.3. Sean z y y, dos estados cualesquiera en S, se define la relaciéon * > °
como:

=y lim (V,,, (z)—V,, (y) > —oc. (3.9)

m—00

A partir de (3.9) no es dificil verificar los siguientes tres estamentos:

1. La relacion ¢ > ‘ induce un orden total sobre S, esto es, para todo x,y € S, se tiene
al menos una de las siguientes dos relaciones, © = y 6 y > .

2. La relacion © > ¢ es transitiva, estos es, para todo z,y,z € S

T YNy=z=>r -z (3.10)

3. Paratodo z,ye S, rx~y&rx=yAy=ua.
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Por otra parte, si x ~ x1, y ~ y1, y el lim,, o0 (Va,, () — Va,, (y)) = 00, entonces, el

Jim (Vi (20) = Vi, (1) = . (.11
Definicién 3.1.4. Si § y 8* son dos clases de equivalencia con respecto a la relacién de
la Definicién 3.1.2, entonces, para z € 8* y y € 8, se dice que la clase 8§ es menor que la
clase 8* si y solamente si lim,, 0 (Va,, () = Va,, (y)) = 0.

La relacion de la Definicion 3.1.4, es una relaciéon de orden que se denotara como:
S < 8%

Nota 3.1.1. (i) Como consecuencia de (3.6) y (3.11), la relacién ‘ < ‘ esta bien definida,
ademads (3.8) implica que la relacién < * induce un orden total. También, la Definicién
3.1.4 y el limite (3.11) implican que para todo = € 8*, y todo y € 8,

§ <8< lim (V,, () =V, (y)) = oc.

m— 00

(ii) A partir de (3.2) se puede deducir que para todo « €]0,1[, V,, > 0.

3.2. Particion del espacio de estados

Esta seccion es el primer paso en la edificacion de un sistema de ecuaciones locales de
optimalidad. El objetivo principal consiste en obtener una particion finita del espacio de
estados a partir de la relacién de equivalencia que se describié en la Definicién en 3.1.2 y
la Hipotesis 2.1.1. Dicho resultado se enunciara como el Teorema 3.2.1, y su demostracion
se basa en los tres lemas que lo preceden.

La seccién empieza definiendo para cada « €0, 1], una funcién de descuento. Las
funciones de descuento serdan la columna vertebral en la definicion de las tasas locales de
crecimiento exponencial.

Definicién 3.2.1. Para cada a €]0,1[, y « un estado en S, se define la funcién de
descuento g, (-) como:

ga(x) = (1 — a)V,(x).

A partir de la Nota 3.1.1 (ii), y la desigualdad (3.4), se puede ver que g,(x) € [0,]|C]|].
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Sean F'y C* como en la Hipétesis 2.1.1 y la definicién en (2.26) respectivamente.
Entonces, se define el conjunto finito G C S como G := F U C*. Claramente T < T,
por lo tanto para cada f € Fy z € S,

P![Tg < o0] = 1. (3.12)

La demostracion del Lema 3.2.2 se basa en el uso del Teorema de Convergencia Dominada,
aplicado a la parte derecha de la desigualdad que se exhibe en el siguiente lema.

Lema 3.2.1. Paracadan €N, f € F, a €]0,1[y z € S,

Va@) < B [T O A) —ga (X)) +aVa (Xrgan)] (3.13)

La demostracion es un argumento de induccion sobre la variable temporal n.
Demostracion. Para n = 1. Sea f una estrategia en IF, por (3.3) y la Definicién 3.2.1
se tiene que

eaVa(a:) < Eg[GC(XO7AO)_9a(X0)+aVa(Xl)]_ (314)

Ahora, supéngase que la desigualdad (3.13) es vélida para un entero positivo n, y observe
que a paritr de (3.14), y la propiedad de Markov, se sigue que:

Eaf[e EZCO;/\n)—l[C(Xz,At)_ga(Xt)]+(XVa(XTGAn)]I[TG>n}|Ht;t <n]=

EQJ; [622:_01 [C(Xt’At)_g“(Xt)]+aVa(X")]I[TG>n} |Hy: t < n)

Xt 06 A)—ga (Xl taVa (X

10 [C(X,AD) —ga (X0 ValXn) <

€ [Tg>n]
62?:_01 [C(Xt1At)_ga(Xt)]]1[TG>n] E)f(n [ec(XnaAn)_ga(Xn)'FaVa(Xn+1)] e

62?:_01 [C(Xtht)_ga(Xt)}]I[TG>n]EQJ: [ec(XnaAn)—ga(Xn)+ava(Xn+1)|Ht;t S TL] —

Ean [6 ?:_ol[c(xtht)_ga(Xt)]]I eC(Xn:An)_ga(Xn)+aVa(Xn+1)|Ht; t < n]

(Te>n]
Sobre el evento [T > n|, T An+ 1 es igual a n + 1, entonces la anterior desigualdad,
conlleva a

TgAn)—1

(
Ef: [ezt:O [C(Xt,At)_ga(Xt)]+aVa(XTgAn)]I[TG>n]:| < (3.15)

Eﬁe Ez%/\n-ﬁ-l)—l[C(Xt,At)_ga(Xt)]"raVa(XTGAn+1)H[TG>n]]‘ (3.16)
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Ademas, sobre el evento [Tg < n], Tg An = Tg An+ 1, entonces se tiene que

TgAn)—1

(
chc[ezho [C(Xt,At)_ga(Xt)]'f‘aVa(XTG/\n)I[[TGSn]] < (3.17)
Eﬁe izco;An-‘rl)—l[C(Xt,At)_ga(Xt)]+OtVa(XTGAn+1)H[TG§n]]‘ (3.18)

Para terminar la demostracion, sea f en F y  en S. Entonces la hipotesis de induccién,
las desigualdades (3.15) - (3.17), traen consigo la desigualdad (3.13) para n + 1,

(TgAn)—1

eVel@) < Ej:[e =0 [C(Xt»At)*ga(Xt)]+OéVa(XTGAn)]
Ef[e iig/\n%»l)*l[C(Xt7At)—ga(Xt)}-‘rava(XTG/\n_»rl)]‘

O

La motivacién principal del siguiente lema, es el uso que se hace de él en la demostra-

cién del Teorema 3.2.1. Una de las consecuencias fundamentales de este lema; y la cual

se usa mas adelante, es el hecho de que cuando el proceso se conduce bajo una estrategia

estacionaria, entonces, a veces el punto fijo del operador T,, evaluado en el estado inicial,

es menor o igual que el certero equivalente de « veces el punto fijo evaluado en el primer
estado de arribé del sistema al conjunto G, (ver (3.22)).

Lema 3.2.2. Para cada a €]0,1], f e Fyz € S,

V@) < L@ f@) Bl [e= T ga(Xe)+aVaX1e)],

Demostracion. Mientras 1 <t < T, X; € G; entonces, para cada n € N,

(Tg/\n)fl (Tg/\n)fl
Z [C(Xt, At) - ga(Xt)] = C(XO, AO) - Z ga(Xt)-
t=0 t=0

Por lo tanto, para cualquier estrategia estacionaria f € I, el Lema 3.2.1 implica la si-
guiente desigualdad:

(TgAn)—1

eVa@) < CES@) Ele= S8 ga(Xi)taVa(Xrgan)], (3.19)

Recordando que la funcién de descuento g,(.) es no negativa, a partir de la desigualdad
(3.4) se tiene la siguiente estimacién para todo n € N,

TaAn)—1 o
0 < e~ T8 ga(Xo)+aVa (Xrgan) < 7251ICI
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Por otro lado, sobre el evento [T < oo, el siguiente limite se cumple:

Tg—1

Z<TGAn) 1 ga(Xe)taVa(XToan) — e~ 2.t=0 ga(Xe)+aVa(X1g)

lim e~
n—oo

Entonces, como P{[Te < oo] = 1, (ver (3.12)); el Teorema de Convergencia Dominada, y
la desigualdad (3.19), permiten llegar a la conclusién deseada

V@) < Cd@) Bl (o= Ti% " ga(Xe)+aVa(X1e)),

]
Como A, es un conjunto finito, a parir de (3.3) se tiene que para cada = € S, y cada
a €]0, 1], existe f, € F de tal forma que cumple la siguiente igualdad:

Yal®) — O lale) y = Vol p (fo(x)).

yeS

Sea {a,, }5°_; la sucesién que se fijé en un principio y satisface (3.5), (3.6) y (3.7); con-
sidérese la sucesién correspondiente { fo, }5°_;, del hecho de que A, es un conjunto finito,
existe una sub-sucesion { ., r(z)}72; que converge puntualmente en A,. Por lo tanto, sin
pérdida de generalidad se puede asumir que existe fE F de tal forma que

~

lim f,, (z) = f(x). (3.20)

m—00

A partir de este punto, se hard uso varias veces de la funcién f € IF, de hecho, fAseré la
candidata natural a estrategia 6ptima, por eso desde este momento fpermaneceré fija.

También, el siguiente lema se usa en la demostracién del Teorema 3.2.1, pero ademas,
como se vera mas adelante, el lema implica que f(x) pertenece a el conjunto B,.

Lema 3.2.3. Si ny(f(x)) > 0, entonces, T = v.

Demostracion. Sean x y y dos estados fijos en S, tales que, sz(f(x)) > 0, entonces,

eVam(l‘) — e -’E fozm Z eO(mVam mz(fam< )) > (x,fam(x))eamVam(y)Pmy(fam (CE))

z€eS

Por otro lado, a partir de la desiguladad (3.4) se puede ver que para todo m € N,
C|| + amVa,, (x) > Vi, (z), por lo tanto, las dos tltimas desigualdades conlleva a

NI (Vo () ~Vars 0)) > C@SanEN P (F. ().
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Entonces, tomando el limite cuando m tiende a oo, se sigue que

eHCH‘i‘Hmm—wo am(Vam (2)=Vam (¥)) > ec(%f(i))ny(f(x)) > O,
lo cual implica que el lim,, (V4 () — Va,,(y)) > —o0, y por lo tanto z > y. O

El teorema que se enuncia a continuacién, asegura que la particién del espacio de
estados con respecto a la relacién que se sentd en la Definicién 3.1.2, es una particion
finita.

Teorema 3.2.1. Para cada x € S, existe un estado x* € G tal que x ~ x*. Ademds, si
x &€ G, entonces P [Xr, = 2*] > 0.

La demostracién consiste en exhibir un elemento z*(z) en el conjunto G, para el cual
se cumple que z > z*(z) y z*(x) = .
Demostracion. Sea x € S\G un estado arbitrario, se define el conjunto G, como:

G, ={yeG : Pl[Xg, =y >0} (3.21)

Se sabe por la Hipdtesis 2.1.1, que el proceso conducido bajo la estrategia ]?arriba a G en
un tiempo finito, es decir Pf [Te: < oo] = 1, ademds, sobre el evento [Tg < 0], Xr, € G,
por lo tanto G, # 0. Gracias al Lema 3.2.3, y la propiedad de transitividad (3.10), si
y € G, entonces x = y.

Recuerde que = ¢ G, entonces, usando el hecho de que g,(-) > 0, la Hipétesis 2.1.1 y
el Lema 3.2.2; se tiene para todo a €]0, 1] se cumplen las siguientes desigualdades:

Ta—1

eVole) < Bl e lX0teVel¥10)] < pleete(Xre)) = Bl[eVeXre)ly, ).
Entonces, para cualquier «, de la sucesion que se fijo a un principio,
1 < BlfernlVon Sro)Von @, ). (3.22)

Supéngase por un momento que para cualquier y € G, y % z, entonces, como G, es un
conjunto finito, en (3.22) se puede tomar el limite cuando m tiende a co y se obtiene una
contradiccién 1 < 0. Por lo tanto, existe x* € GG, tal que x* > x.

Entonces,  ~ x*. Como z* € GG, de la definicién (3.21) se tiene que:

P/[Xz, =27 > 0.
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Ya se dijo, y el anterior teorema lo acaba de aseverar, la particién del espacio de
estados con respecto a la relacion ‘ ~ ¢ es finita, y consiste en a lo mas k clases, con
k < |G|, donde |G| es el nimero de elemetos de G. Las clases de equivalencia con respecto
a la relacién * ~ * se denotan como: 57,55, ..., 5, de tal forma que para todo 1 <i <k,

S; =S5, (3.23)

donde ‘ < ‘ es la relacion que se establecié en la Definicion en 3.1.4.

3.3. Tasas locales, funciones de valor relativo y estra-
tegia 6ptima

Con el fin de asegurar la existencia de un sistema de ecuaciones locales de optimalidad,
la propuesta de esta secciéon es obtener las tres condiciones restantes. En primer lugar,
las tasas locales se obtienen como limite de las funciones de descuento {g,,,(:)}>_;, en
segundo lugar, se observa que el Lema 3.2.3 trae consigo el hecho de que B, es un conjunto
no vacio, y en tercer lugar, se obtienen las funciones de valor relativo. Después se verifica
que tanto las tasas locales, como las funciones relativas son soluciones de las ecuaciones
locales de optimalidad, y por ultimo, se ve que la funcién candidata a estrategia éptima
cumple las condiciones (2.6) y (2.7).

Definicién 3.3.1. Para cada i € {1,2,...,k}, se selecciona un estado x; € S}, y se define
la tasa local de crecimiento exponencial g7 como:

g = lim g, ().

mM—00

Toémese un estado y € S} diferente del estado x; de la Definicién 3.3.1; entonces de la
Definiciéon 3.2.1 se tiene la siguiente igualdad:

Gom (1) = Goun () = (1 = ) (Var,, (1) = Va,,, (), (3.24)

como y y x; estan relacionados z; ~ vy, la condicién (3.5) y (3.24), implican que el
1My, 00 (G, (i) — Gan, (¥)) = 0, por lo tanto ¢ no depende del estado x; que se selecciono
en un principio, o sea que para todo estado z € S

g = lim g, (x). (3.25)

m—00
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Lema 3.3.1. Las constantes ¢;’s de la Definicién 3.3.1, son crecientes, es decir, para toda
1<i<k, g7 <gip1

Demostracion. Para un estado y € S}, y un estado x € S}, la sucesién {V,,, (y) —
Vi, () }2°_, converge a 0o, es decir, existe una constante M de tal forma que para todo

meN, V,, (y)—Va, (x) > M. Entonces, multiplicando por (1 — a,,), en ambos lados de
la desigualdad anterior se tiene que para todo m € N,

asi que tomando el limite cuando m tiende a oo, resulta que g;, > g;. O]

Proposicién 3.3.1. Para cada i € {1,2,...,k} y z € S}, el conjunto

B} = {aEAx : Z ny(a)zl},
yeUi_, S;

es no vacio.

-~

La demostracién radica en ver que f(z) € Bi.

Demostracion. Sea x un estado en S;. Supéngase que existe y € S; con [ > 4, de tal
forma que Pmy(f(x)) > 0, entonces, a raiz del Lema 3.2.3 se tiene que:

lim [V, (z) — Vi, (y)] > —o0. (3.26)
m—0o0

Por otro lado, como y € S;, y Sf < S}, el im0 [Va,, (¥) — Va,, ()] = 0o. Por lo tanto
se llega a una contradiccion.

Es decir, que la probabilidad de ir del estado x al estado y, bajo la estrategia f es
cero, ny(f(x)) = 0. O

Cada vez falta menos para tener la certeza de que existe un sistema de ecuaciones
locales de optimalidad, el lema que se presenta a continuacion, es una pieza clave al
momento de verificar que las tasas locales y las correspondientes funciones relativas son
soluciones de las ecuaciones locales de optimalidad.

El Teorema 3.2.1, implica que para todo ¢ € {1,...,k} el conjunto S; NG es diferente
del vacio. Entonces, para cada entero m se puede seleccionar un estado z;,; € Sf NG
de tal forma que para todo estado = € S; NG, V,,, (2},;) = Va,,(z). Después de tomar
una sub-sucesion adecuada de {a,, }5°_;, y observar que el conjunto S N G es finito, sin
pérdida de generalidad se puede asumir que cada sucesion {x;, ;}ov_; es constante, es decir
para todo m € N, se tiene que w7, ; = x7. De esta manera, para cada i € {1,2,...,k}, el
estado z7 € S; NG, cada estado z € S; NG, y m € N, se tiene que:

Vo, () < Vg, (x7). (3.27)
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Lema 3.3.2. Para cada i € {1 2,...,k} y of como en (3.27). Se cumplen las siguientes
afirmaciones: Existen M; y M, de tal forma que param > M;yxz € SV, (x) <V, (zF);
yparam>Mconx€U % Vo (2) < Vo, (7).

Demostracion. Considérese un indice ¢ en {1,2,--- ,k}, y sea x un estado arbitrario
en SF\G. De forma similar a como se hizo en (3.22), para cualquier entero positivo m se
cumple la siguiente desigualdad

1< Ef[eam [Vam(XTG)fVam(x)}]_
— xX

Por otro lado, a partir de la Proposiciéon 3.3.1 se tiene que para todo ¢ > 0, Pf[Xt €
U;Zl S3] =1, por lo tanto

Pl[Xr, €| 5] =1
j=1
entonces, como {55;4 < j < k} es una particién de S, a partir de (3.27),

Ef[@am[vam (XTG) Vam Z Ef Qm, [Vam (XTG) Vam( )] ]I[XTG ES*]]

T
7=1

< ZEf am[Vam (27) Vo (¢ ]H[XTGeS;]]

= Z amlVorm (7)) ~Var @ pFI X7 € 57].

También, para j € {1,2...7i— 1} se tiene que S < S, es decir, que existe una constante
M; de tal forma que para todo m > M;,

Vi (22) < Vi (a7). (3.28)

Entonces, para m > M; se sigue que

i

1 S Ef[eam[Vam(XTg)_Vam(m)]] < Zeam[vam( ) Vam(x)]Pf[XTG c S ]

T =
J=1
7

< Zeam[Vam( - Vam(ﬂf)]pf[XTG € 5]

>~ o
< eam Vam (%T)‘Vam ()] .



42

El anterior célculo permite concluir que para todo x € S} y m > M,,
Vo, () < Vg, (x]). (3.29)

Para la segunda parte, sea ]\/4\Z = méxXi<j<; M;, y témese m > ]\//.71-, y x € Uj‘:1 S,
entonces, existe S; con 1 < [ < 4, tal que x € Sf. De (3.28) y (3.29) se sigue que

Vo () < Vo, (27) < Vi, (zF), por lo tanto, para = € U;Zl S¥,y m > M;, se cumple
Vo (2) < Va, (27)- O

Definicién 3.3.2. Sea i € {1,2,...,k} arbitrario, y sea x} como en (3.27). La funcién
de valor relativo sobre S} se define como:

hi(z) = lim [V, (x) =V, (z})], =€ S (3.30)
m—00
Proposicién 3.3.2. Para cadai € {1,2,...,k} y € S}, las siguientes dos afirmaciones

se cumplen:

(i) hi(z) €] = o0, 0].

(ii) e% M@ = min,e B;{@C(:v,a) Zye 5 WP, (a)}.
Demostracion.

(i) Sea x € S}, entonces x ~ z, por lo tanto hf(x) es finito. También, la primera parte

del Lema 3.3.2 implica que: h;(z) < 0.
(ii) Sean xz € S}, a € B%, y m € N arbitrarios. Por la ecuacién (3.3) se tiene que
eVam(x) < eC’(x,a) [ Z 6ozm\/am(y) ny(a)} )
yergiS;

Sea x} como en (3.27), multiplicando en ambos lados de la desigualdad anterior por
e~omVam (1) ge obtiene la siguiente desigualdad:

e9om () HVam (2)=Vam (#7) < eC(m,a)[ Z em [Vam () =Vam (7)] P,,(a)].
yeU;<; 57

A partir de la segunda parte del Lema 3.3.2, para un m bastante grande, y para
y € U;_, S}, se tiene que

o Ve ()= Vam (1)) < 1
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Entonces, a partir del orden que presentan las clases de la particién (3.23), la de-
finicién de tasa local (3.25), la definicién de funcién relativa (3.30), y del Teorema de
Convergencia Dominada, se puede concluir que, e% i@ < Cl@a) 3™ yes: ehi WP, (a),
por lo tanto

g;+h}(x) (z,a) *
e < ;’IEHBH* e ZS e }, oz esSt. (3.31)
yesy

A fin de obtener la otra desigualdad, sea f,, € Fy xf € S}, como en (3.20) y (3.27)
respectivamente. Entonces,

eIam (€7 +Va ()= Vo (27) _ O, fam () Z em[Vam ()= Vap, (27)] pxy( fa (m))

yeS

yeS;
Utilizando el Lema de Fatou en la desigualdad anterior se sigue que

eI Hhi (@) > (Ol fila) Z ‘WP, (f(z)), (3.32)

yEeS;

es decir que para x € S;, €% ) > mingep, {70 Y o WP, (a)}.

La desigualdad (3.31) y la desigualdad (3.32) traen consigo que

) = (RIS 7 P, ((2), (3.33)

yeSy

parai € {1,2,...k} y z € S}.
Para demostrar que f es la estrategia 6ptima, ain falta ver que dicha funcién cumple

la condicién (2.7).

Proposicién 3.3.3. Para todo i € {1,2,...,k} y x € S}, existe f* € F de tal forma que
se cumplen las siguientes tres condiciones:

a. f(x) € B,

b. e% thi(z) — C(z.f"(2)) Zyes,* ehf(y)Pwy(f*(w))'

c. limsup % log EY" [e>i=0

L C(X¢,Ar) H[XtES;‘,tﬁn_l]] < g:
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Demostracion. Sea m un entero positivo, sean f, € F y zf € Sf como en (3.20),
y (3.27) respectivamente, y sea x € S un estado arbitrario. Como «,, €]0, 1], entonces,
utilizando la primera desigualdad del Lema 3.3.2 se sigue que:

eJom (@) +Veam (@)= Vo, () — E'fam [6C(X0,A0)+Otm Vo (X1) =V, (1”:)]]

Z Egam [eC(Xo,Ao)JrOlm[Vam (X1)—Vam (I:)}H[Xlés*]]

> [fom [eC(Xo,Ao)HVam (Xn—vam(:cr)u[[xlesﬂ].
Ahora, sea 5'* = Ut —157, entonces usando un argumento de induccién similar al que se
usé en el Lema 2.2.1 se tlene que

engam (:B;,k)+v04m (I)fvﬂtm (‘T:() 2 Ezfam [62?:_01 C(Xi?At)+[VC¥m (Xn)f‘/am (x;k)]]I[X Eg* < ]]
En la desigualdad anterior, haciendo uso del hecho que (1 — a,,)||Va,, || < ||C]], se arriba
a la siguiente desigualdad:

NGam (7)+2 o am [t C(Xe,Ar) =275l
e ) >Ef [ t=0 t,AL) =277 M)H[X esr t<n]]

S omlicl—2l Efom [¢Xim C(Xi AN

]I[XtESZ,tSn]]

> ¢ NCIR2GL00G Bfom [T C(XeAr)

]I[XtESZ,tSn]] )

entonces, para cualquier entero positivo n y z € S7,

) O] +4-lcL n
e om EIHICIHATZS > plem (Xm0 ANy g ).

Por otro lado, aplicando el lema de Fatou en la parte derecha de la ultima desigualdad,
se obtiene que

lim inf Bfen [eZim0 CXANy cor pcy] > B [eZim0 OOy, e . (3.34)

m—00

Si la anterior desigualdad es estricta, para un entero positivo m bastante grande la defi-
ngam ) HICIHGILS > Bf[Tin C(XeA)

nicién de limite inferior implica que e Iix,es% t<nll,

por lo tanto,

e9om @) > 1fm sup Ef[ex?:o C(Xt’At)H[XteS;,tgn]] ey (3.35)

n—oo

Si en (3.34) se mantiene la igualdad, entonces para cualquier € > 0 se satisface que

HCH
¢ en CDHIATG > B[R0 COAy gu ] €,
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por lo tanto,

e9om (@) > 1fm sup(Ej:[eZ?:O C(Xt’At)H[Xteg;7t§n]] — 6)%“ (3.36)

n—o0

Tomando el limite cuando m tiende a infinito 0o en (3.35) o en (3.36), junto con (3.33), y la
Proposicién 3.3.1, llevan a lo que se pretendia desde un principio, mostrar que f* = f O

Demostracion Teorema de existencia: El sistema de ecuaciones locales de opti-
malidad, se obtiene del Teorema 3.2.1, del Lema 3.3.1, y las Proposiciones 3.3.1 y, 3.3.2.
La estrategia éptima que cumple (2.6) y (2.7) se sigue de la Proposicion 3.3.3. O

Es facil llegar a pensar que si al principio de este capitulo se toma o se elige una
sucesion diferente a la que se fijé en un comienzo (ver (3.5)-(3.7)), se obtenga un sistema
de ecuaciones locales de optimalidad diferente al que se obtiene a partir del teorema de
existencia 2.1.2; pero, esto no puede ser porque se contradice (2.5) en el teorema de

verificacién y la ultima conclusién de éste.
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Parte 11

Portafolios a tiempo discreto con
caidas controladas
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Capitulo 4

Optimizacién de portafolio con
caidas controladas

En este capitulo se establece el modelo de un portafolio de inversion a tiempo discreto
similar al que se consideré en [4], pero se restringe la atencién a un caso muy particu-
lar, dicho caso es el mismo que estudiaron Grossman y Zhou en [18] para el modelo de
Black-Scholes-Merton a tiempo continuo, y podria describirse de la siguiente manera: el
inversionista no le permite al corredor perder mas de cierto porcentaje fijo de la maxima
ganancia que ya haya alcanzado. Otra caracteristica a mencionar es que el inversionista
se rige bajo una funcién de utilidad U -diferente de la identidad- la cual se usa para medir
el desempeno de las estrategias de inversiéon. Dentro de este contexto se tiene interés en
estudiar dos problemas de optimizacién los cuales se establecen a lo largo del presente
capitulo.

4.1. Presentaciéon del problema

Esta seccién estd dedicada a construir un modelo matematico para representar un
portafolio de inversién que evoluciona a tiempo discreto, y cuya principal caracteristica es
que el precio de los activos con riesgo esta influenciado por factores econémicos externos.
Otra propiedad importante y que tiene que ver con los problemas a tratar aqui, es que
al valor del portafolio no se le permite tener grandes caidas. También, en esta seccién,
mientras se va edificando el modelo matematico de manera simultanea se plantean los dos
problemas de optimizacion que se quieren estudiar. Por ahora, no esta de mas recordar
que uno de los propédsitos de este trabajo es relacionar los dos problemas a estudiar a

49
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partir de la funciéon de Arrow Pratt.

4.1.1. Valor del portafolio

El primer paso para construir el modelo matematico del valor del portafolio, consiste
en fijar un procesos estocastico {X;}°, el cual describe la evolucién en el tiempo de
un conjunto de factores econdémicos, como por ejemplo: el producto interno bruto, la
inflacién, las tasas de interés, los tipos de cambio, el desempleo, etc. Dicho proceso sera
una cadena de Markov estacionaria con un espacio de estados finito S, y una matriz de
transicién @) = [(Q)s,]; para tener un poco més de claridad si se clasifican las cinco variables
que se enunciaron anteriormente en cuatro categorias diferentes, el espacio S constara de
4% = 1034 estados. A continuacién se supone la existencia en el mercado de m activos con
riesgo, la existencia de un vector aleatorio Z de dimensién m el cual representa el vector de
precios relativos en un periodo de tiempo para los m activos con riesgo; ademas se asume
que para todo estado x € S, y todo estado y € S existe una medida de probabilidad
condicional v(dz|z,y) de tal forma que dicha medida es la distribucién del vector Z;.;
cuando X; = x vy X;11 = y. Aqui se puede observar que el precio actual de un activo
depende del estado en el que se encontraban dichas variables macroeconémicas externas,
uno y solo un tiempo atréas y el nuevo estado al que han saltado las variables externas en el
tiempo actual. También se acepta que existe una cuenta bancaria con una tasa de interés
constante r; para el modelo que se quiere describir en este trabajo es mas conveniente
modelar la inversion en el banco de manera exponencial, que de la forma tradicional para
modelos a tiempo discreto, es decir, si se invierte un capital inicial &, al cabo de t periodos
dicho capital serd ke™ en lugar de k(1 4 r)".

Para modelar las estrategias de transaccion en cada tiempo ¢, se toma un sub-conjunto
compacto A de R™, donde cada vector a € A representa la proporcion de riqueza invertida
en los activos con riesgo, por ejemplo: la componente a; del vector a, es la proporcién de
riqueza invertida para un solo periodo de tiempo en el :—ésimo activo con riesgo m;, y la
diferencia 1 -3 a;, es la proporcién de riqueza invertida en la cuenta bancaria durante
ese mismo periodo de tiempo.! Por lo tanto, si el vector A, representa las m proporciones
invertidas que toma lugar entre los tiempo t y t +1, y V; representa el valor del portafolio

! Aunque no se menciona, el vector 0 debe estar en int(A) para asegurar que todo el capital se puede
invertir en el banco (como una estrategia admisible), y ademds, para asegurar que se pueden hacer ventas
en corto.
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al tiempo t bajo cualquier estrategia de inversion en particular, entonces
Vigr = Vile" + Ay - (Zpy1 — €"1)].

Siguiendo notacién estandar << - >> representa el producto escalar o producto interior
en R™, y 1 es el vector unidad de dimensién m. A partir de este punto, el factor [¢" + a -
(Z — €"1)] se denota como F'(a, Z), y el factor F(A;, Zi11) se denotara como Fj ;.

4.1.2. Restriccion de caida y proceso de referencia

Para continuar con la edificacién del modelo matemaético que se quiere presentar en este
trabajo, es indispensable a partir de este momento empezar a describir los problemas que
se pretenden estudiar en esta parte de la tesis, a la vez que se detalla con la construccion de
dicho modelo. Por lo tanto, el objetivo principal de los parrafos que vienen a continuacion
es iniciar al lector en dichos problemas, y una buena forma de empezar es presentando las
restricciones, restricciones de caida sobre el valor del portafolio, pues dichas restricciones
son una caracteristica esencial de esta investigacion.

Como ya se menciond, se tiene interés por estrategias de inversiéon que permiten al
corredor controlar las caidas del valor del portafolio, pero ;caidas con respecto a quien o
a qué? Para dar respuesta a la anterior pregunta, vamos a definir el siguiente proceso, el
cual llevara por nombre: valor mdxzimo historico del portafolio.

Témese un nimero real A en el intervalo |0, 7] el cual se interpretard como un factor de
crecimiento (y méas adelante se discutira su presencia), y My un valor mayor o igual que Vj,
que debe cumplir la siguiente desigualdad %00 > ae™, la motivacién para la desigualdad
anterior se encuentra mas adelante cuando se define el proceso cociente. El valor mdzimo
historico del portafolio con respecto a A en el tiempo ¢, se define como:

M, == méax{Mye™; VieMt=9) g < t}.

El proceso M, representa el valor méaximo que el portafolio puede alcanzar en el tiempo
t si, en cualquier instante s < t, el inversionista decide invertir todo el valor del mismo
(del portafolio) a una tasa fija de interés A. A partir de la definicién se puede observar
que la siguiente igualdad

M, = max{e*M,_1,V};},

es valida para todo t € N.
Fijese una proporcién « en el intervalo |0, 1[. Entonces, en este trabajo se supone que
tanto el inversionista como su corredor van a tener una inclinaciéon especial sobre las
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estrategias de inversién que cumplen la siguiente desigualdad:
Vi > ayy (4.1)

para todo t € N, casi seguramente (c.s.).

La desigualdad anterior (4.1), es la restriccion de caida al tiempo t que se impone al
valor del portafolio en dicho tiempo. Todas las estrategias de inversién que satisfacen la
restriccion (4.1) se consideran como el conjunto de estrategias admisibles con respecto al
nivel «, el cual mas adelante se va a denotar como I',. También, mas adelante se vera que

este conjunto de estrategias I',, es no vacio.

Vi
My

proporcion que ha caido el valor del portafolio al tiempo ¢ con respecto a M;_ 1, y para el

La interpretacién de la restriccién (4.1) es la siguiente: el termino 1 — es la
inversionista como para sus clientes una caida del valor del portafolio que sea més grande
que una proporcion 1 — « es inaceptable. Por ejemplo, si el inversionista publica a sus
clientes un porcentaje « del valor del portafolio cuando éste coincide con el valor méaximo
historico, es decir V; = M;, el inversionista le esta dando la oportunidad a su corredor de
perder a lo mas un porcentaje 1 — a del valor maximo historico. El parametro A se puede
interpretar como una tasa de rendimiento que el inversionista le ha exigido al corredor
con la finalidad de mantener el portafolio bajo la direcciéon o gerencia del inversionista
(ver [18]).

4.1.3. Proceso cociente

Con la finalidad de plantear los problemas de optimizacién a ocuparse en esta parte de
la tesis, describir el conjunto de estrategias admisibles de inversion I',,, seguir estructuran-
do el modelo matematico, y lo mas importante, generar una mejor comprension tanto del
modelo como de los problemas en su totalidad, se define el siguiente proceso estocastico:

Vi
Wy =— VteN. 4.2
= 1 (42
A partir de este instante, se hace referencia al proceso W, como el proceso cociente.

Bajo cualquier estrategia admisible de inversién con respecto al nivel «, se consideran

los siguientes casos: para cada t € N se tiene el

Caso 1: aM,_; <V, < e*M,_;, por lo tanto en este caso el proceso cociente W, toma
valores en el intervalo [ae™, 1],
y el
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Caso 2: V; > e*M,_4, entonces V; = M,, es decir que W, = 1.

Asf que de esta manera, el proceso cociente W; toma valores en el intervalo [ae™, 1].
Para z en R™, a en R™ y w en el intervalo [ae™*, 1] se define la funcién

S.(w,a) :==wF(a,z). (4.3)
Definiendo Sy41 := Sz,., (Wi, Ay), el proceso cociente W, sigue la siguiente dindmica:

Wiy = Wt+lH[\/t+1<e’\Mt] + Wt+l]1[w+1ze/\Mt]

Visie” Vit
= M, H[5t+1<€A] + Vi H[StHZeA]
Vte_’\FtH

entonces
Wi = Wte_)\Ft+l]I[St+1<e)‘] + H[Slee%]» (4-4)

para todo t € N casi seguramente (c.s).
Por lo tanto, a través de un argumento de induccién hacia atras se tiene que

t+1 t t+1
Weer = Woe P [T Fillgecog + ) Lsizene™ 0 T Flliscon + Iisypze)
k=1 k=1 i=k+1

4.1.4. Estrategias admisibles de inversion

Haciendo uso del proceso cociente se puede definir de manera precisa una estrategia
de inversion admisible con respecto al nivel a para el modelo que se estd construyendo.
La configuracion que formula la definicién de dichas estrategias es similar a la que se
presenté en el Capitulo 1. Antes de pasar a la definicién de I', es imperioso fijar la
siguiente hipdtesis para asegurar que las estrategias de inversion cumplen la restriccion
(4.1), y que ademds permiten asegurar condiciones de continuidad que se utilizaran en
el préximo capitulo para establecer una estrategia de inversion optima, y estudiar el
comportamiento asintotico del portafolio cuando el administrador se guia bajo funciones
de utilidad diferentes a la funcién exponencial que se fija en la Seccion 4.2.

Hipétesis 4.1.1. i) Para todo par de estados x y y en S, la medida v(dz|x, y) se concentra
en un unico conjunto compacto B del hiperplano positivo de R™, (v(B|z,y) = 1),
que contiene el vector 0, y ademds su interior contiene al vector e”, (e” € int(B)).
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ii) El sub-conjunto compacto A en R™, (espacio de estrategias o controles), se toma de
tal forma que a € A, si y solamente si, la desigualdad 0 < F(a, Z) se cumple casi
seguramente (c.s).

iii) Para todo w € [ae™*, 1], existe un subconjunto compacto no vacio de A, A, C A, de
tal forma que a € A, si y solamente si, la desigualdad & < F'(a, Z) se satisface casi
seguramente:

A, ={ac A : @< F(a,Z); c.s.}.
w

En la terminologia que se introdujo en la hipotesis anterior, y similar a la descripcién
que se hizo en la primera parte, A, representa el conjunto de estrategias de inversion
admisibles cuando el proceso cociente esta en w.

Nota 4.1.1. Aunque se establece como hipdtesis que existe una familia de compactos no
vacios A, se puede justificar su existencia utilizando el siguiente hecho: la funcién F(a, 2)
la cual estd definida en R?™, se asemeja a un paraboloide hiperbélico o silla de montar?.
Mas adelante, antes de la demostracion del Lema 5.1.2 se volvera a hacer referencia a
este hecho. Como también se podra constatar mas adelante, el hecho de que e” € int(B),
implica que para K := maxxp F(a,2), In K debe ser un nimero mas grande que la tasa
de interés r.

A continuacion el lector encontrara una semejanza con la Seccién 1.1.2 donde se des-
criben las politicas de control sobre las que se basé la primera parte de la tesis.
Para cada t > 0 se define el espacio de historias factor-cociente hasta el tiempo ¢,

como:
t—1
H, = (H(S x [ae™, 1] x A)k) x (S x [ae™,1]).
k=0
Por lo tanto, un vector de la forma h;, = (z,w, ag, o1, Wy, . .., T4_1, Wy_1, Gy_1, Ty, Wy) TEPre-

sentara un elemento génerico factor-cociente en Hi.

Una estrategia de inversién admisible con respecto al nivel «, es una sucesion de
nticleos estocdsticos 7 := {m,}2°, donde cada m, estd definido sobre A dado Hj, y ademés
satisface la siguiente restriccion:

ﬂ-t(AwtlEt) =1 V t e N y Et € Et'

2El nombre de silla de montar se utiliza en algunos textos de cdlculo, como por ejemplo, Célculo
Vectorial de Marsden, J.E., y Tromba, A.J.; y se bautiza de esta manera porque su grafica guarda un
parecido con una silla de montar a caballo.
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Como se habia mencionado anteriormente, el conjunto de estrategias admisibles con res-
pecto al nivel a se denotara como I',.

A continuacién se observara que para cualquier a € (0, 1) el conjunto I',, no puede ser
vacio. Sea 7, la estrategia que en cada tiempo de comercializacién invierte todo el capital
en la cuenta bancaria, es decir a; = 0 para todo t € N, entonces,

Mtﬂ’:l _ méX{Moe/\(t_l), ‘/06/\(t—1)’ L ‘/[)ek(t—l)-l-(t—Q)(T—)\)’ %er(t—l)}
_ HléX{MoeA(t_l)7 Vber(t—l)},

y V7™ = Vpe™. Por consiguiente V™ > oM™ si y solamente si, Voe™ > aMyeMt=1 | es
decir, si y solamente si, Wye"™? > qe=*. Pero, por la manera en que se escogié Vy y M
se sabe que Wy > ae™, por lo que 7, € [,.

Sea f : S x [ae™* 1] — A una funcién medible, de tal forma que para todo (z,w) €
S x [ae™,1] su imagen bajo f estd en A,. De esta manera f se puede asociar con
una estrategia aleatorizada 7 € I, si, para C' € B(A), t € N, y todo vector hy € Hy, se
define 7 de la siguiente manera: m,(C|h,) = Io(f (24, w;)). El conjunto de tales funciones se
reconocera como la clase de estrategias de inversién admisibles estacionarias y se denotara
como F,, también se acaba de ver que F, C T',,.

4.1.5. Espacio canodnico

Sea Q =[], (A x S x R™); y F la o-dlgebra producto correspondiente. Entonces, a
partir del Teorema de C.lonescu-Tulcea, ver [2, Teorema: 2.7.2 ], parax € S, w € [ae ™, 1]
y cada estrategia m € I, existe una medidad de probabilidad P, definida sobre (£2, ).
De manera andloga a como se vio en la primera parte, aqui también se puede notar que
la probabilidad P, se puede escribir de modo informal como:

P;rw(dGOadxl,dzl,dahd;p2 .. ) —

Wo(dao\% w)leU(dZﬂSC, »’171)7T1(da1\5€7 w, g, L1, wl(’LU, Qo, Zl))Qxle T

Se utiliza ET, para denotar el operador esperanza con respecto a la probabilidad PJ .

4.2. Indice de desempeno para el caso potencia

Si el inversionista se gufa bajo una funcién de utilidad U, (z) = 27, con x en |0, 00[ y
~ un elemento fijo en |0, 1[. El objetivo del inversionista y, el primero de los problemas a
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tratar en esta parte de la tesis, serd escoger una estrategia de inversién admisible 7w € T',
que maximice la tasa de crecimiento exponencial esperada a largo plazo, con relacién a la
utilidad U, del portafolio; es decir, para un estado inicial Xy = x'y Wy = w el inversionista
quiere maximizar la funcién y-exponencial

~

1
Jy(m, z,w) = lim inf i In W2 (V,),

sobre el conjunto de estrategias admisibles I',. En el capitulo 1 se defini6 Wy para una
funcién de utilidad cualquiera U, para la funcién 27 se utilizara la notacién ¥.,. *

Al igual que en los problemas de control estocéstico éptimo, la funcién y-exponencial
ﬁ(w,x, w) mide el desempenio de una estrategia de inversion = € I',. Una justificacion
para el uso de este indice podria ser la siguiente: en primer lugar, al igual que muchos
autores lo han hecho en teorfa de control estocastico sensible al riesgo, a la funcién T'(y) =
In ‘Ifzvx’w(\/t) se le puede calcular su expansién de Taylor alrededor del cero, y al mismo

tiempo observar que

-~

1
Jy (T, z,w) & h’mtinf ;(E;rw InV;] + %Varg’w(ln Vi),

por lo tanto, la funcién y-exponencial se puede interpretar como la tasa de crecimiento
a largo plazo del portafolio, con respecto al criterio clasico de Kelly més un termino de
penalizacién proporcional a la varianza, donde v se puede entender como un parametro
de aversién al riesgo (ver Fleming en [16]). En segundo lugar, y no memos recalcable, si
se reescribe V,” como 7™Vt el criterio y—exponencial fija de forma natural una conexién
con el criterio sensible al riesgo, o aversion al riesgo por la concavidad de U,. Por lo tanto,
es normal pensar que se pueden utilizar técnicas de optimizacion en teoria de control
estocdstico para optimizar la funcién :]\7(7r, z,w), conforme lo hacen Bielecki y Pliska en
[5] para un modelo a tiempo continuo donde la tasa media del retorno de los activos con
riesgo se ve impactada por factores econémicos, o como lo hacen Bielecki, Hernandez y
Pliska en [4] para un modelo andlogo al que se presento en [5] pero a tiempo discreto.
Se define la funcién ~v-exponencial éptima como:

Ji (v, w) = sup J, (7,2, w), (4.5)

wely

y de acuerdo con el paragrafo anterior, la meta del inversionista -su problema de optimi-
zacion- consiste en encontrar una estrategia de inversion admisible 7* € I',,, de tal forma

33;(7@ z,w) = l{m inf % In ET, V)]



57

que j;‘ (x,w) = jv(w*,a:, w), en este caso m* se nombra como la estrategia de inversién
optima.

En esta parte de la tesis (la segunda) los esfuerzos se centran en encontrar una es-
trategia de inversién 6ptima que resuelva el problema de optimizacién en (4.5). Segun se
anticipé reglones atras la tactica para tal fin, consiste en utilizar procedimientos similares
a los que se utilizan en control estocéstico. Conforme se dio a entender en la Secciéon 1.2.
muchos de estos procedimientos consisten en asegurar la existencia de una solucién para
la correspondiente ecuacién de programacion dinamica, y esta tesis no serd la excepcion
salvo una diferencia sustancial, pues la tesis estda dedicada a exhibir la solucién de una de-
sigualdad de programacién dinamica en vez de una solucion a la correspondiente ecuacion
de programacién dinamica. Dicha desigualdad es andloga a la que resuelven para un pro-
blema de control estocéstico sensible al riesgo Jaskiewcz en [25], Herndndez y Marcus en
[20], y Cavazos y Salem en [12]. Ademads, la solucién de la desigualdad correspondiente a
este trabajo, se construye a partir de una familia de operadores contractivos estableciendo
asi una conexion entre las dos partes de esta tesis.

4.3. Indice de desempeno para el caso general

Uno de los propédsito de este capitulo es identificar dos problemas de optimizacion y
relacionarlos a través de la funcién de Arrow-Pratt. El primer problema se ha propuesto
en parrafos anteriores, el segundo problema es similar al primero pero bajo la suposicion
que el inversionista se rige bajo una funcién de utilidad més general.

Con la finalidad de plantear el segundo problema es necesario considerar la siguiente
clase de funciones de utilidad.

Definicién 4.3.1. La clase U consiste de todas las funciones de utilidad U : ]0, co[— R,
que satisfacen los siguientes requerimientos:

i U tiene derivadas continuas hasta de segundo orden en ]0, 0o,
ii U'(z) > 0 para todo x €]0, col; creciente,
iii U"(z) < 0 para todo x €]0, 0o[; concava.

Con el animo de establecer y comprender el segundo problema, a continuacién se define
la funcién de Arrow-Pratt. Luego se puede encontrar un comentario del porque de esta
definicién, y mas adelante el uso que se hace de la misma en este trabajo.
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Definicién 4.3.2 (Funcién de Arrow-Pratt). Para una funcién de utilidad U € U, la
correspondiente funcién de Arrow-Partt Ay (x) se define como

Ull(x)
U'(x)

Ay(x) = —x x € (0,00).

Si el inversionista empieza con un capital inicial z y debe comparar entre una pérdida
sin incertidumbre ¢, y una perdida aleatoria 0Y, con E[Y] < oo, -al igual que el plantea-
miento que se hace en la primera parte de la tesis- el administrador quien se rige bajo
una funcién de utilidad U € U es indiferente a correr riesgo si U(x — ¢) = E[U(x + 0Y)],
y en este caso, utilizando Taylor alrededor de 6 = 0,

1
Uy(z+0Y) ~x+0E[Y] - 59%—%(](1«) Var(Y).

Observe la similitud de la anterior aproximacién con la justificacion del criterio que se
establecio en la seccién anterior.

Definicién 4.3.3. Una funcién de utilidad U € U es regularsi el limite Ay := lim,_,, Ay(x)
existe en R.

El limite de la anterior definicién se nombra el coeficiente asintotico sensible al riesgo.
Para v €]0, 1], y la funcién de utilidad U, (x) := 27 su correspondiente funcién de Arrow-
Pratt es la funcién constante Ay (r) = 1 — +, entonces su coeficiente asintdtico sensible
al riesgo es Ay, =1 — 1.

Si 7 es una estrategia de inversién admisible con respecto al nivel a (7w € T',), el proceso
factor comienza en Xy = x, y el proceso cociente comienza en Wy = w, el desempeno de
7 con relacién a la funcion de utilidad U se mide con la tasa de crecimiento exponencial
esperada a largo plazo, la cual se define como:

-~

1
Jy (7, z,w) := lim inf n In W (V;),
y la tasa de crecimiento exponencial 6ptima a largo plazo de U es

- ~
Ji(x,w) == sup Jy(m, z,w).
melq
Por lo tanto, la meta principal -el segundo problema de optimizacién- consiste en de-
mostrar que existe una estrategia de inversién 7* € I', de tal forma que Jj(z,w) =
Ju(m*, z,w), y en este caso m* es una estrategia de inversién éptima.
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En el siguiente capitulo se establecen y demuestran los resultados principales de la
segunda parte de la tesis como lo son el Teorema 5.1.1 y el Teorema 5.2.1. El Teorema 5.1.1
da solucion al primero de los problemas y se puede resumir de la siguiente manera: sobre
el conjunto donde la solucion a la correspondiente desigualdad de programacién dinamica
es finita, se caracteriza la funcién v-exponencial 6ptima, y se exhibe una estrategia 6ptima
para este caso. Por otra parte, el Teorema 5.2.1 da solucién al segundo problema, bajo
el supuesto de que la funcién de utilidad U(x) tiene un coeficiente asintético sensible al
riesgo igual al de la funcién potencia gama U, (x), pero lo interesante es que la solucién
del primer problema resulta ser solucién del segundo problema, y viceversa.
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Capitulo 5

Estrategias optimas

Este capitulo se divide en dos partes. En la primera parte se exhibe una estrategia
de inversién éptima cuando el inversionista se rige bajo una funcién de utilidad potencia
gama. En la segunda parte se hace uso de la continuidad en ~ de la funcién y-exponencial
y la funcién y-exponencial 6ptima para demostrar que, la solucion del primer problema
también es solucién del segundo problema, siempre y cuando la funcién de utilidad U
comparta el mismo coeficiente asintotico sensible al riesgo de la funcién exponencial gama.

5.1. Estrategia de inversién optima para el caso po-

tencia

Esta seccion empieza enunciando el primero de los dos teoremas importantes de es-
te capitulo, y el resto de la seccion esta dedicada a la demostracién de dicho teorema.
En primer lugar se presentan dos lemas, el primero de ellos permite ver que W; es una
funcién continua, y el segundo posibilita definir de buena manera una familia de opera-
dores contractivos; los que a la postre facultan exhibir una solucién para la desigualdad
de programacién dinamica que se establece en el teorema.

Todo el trabajo que se desarrolla a partir de este momento se hace bajo la Hipdtesis
4.1.1, por eso aunque no se haga mencion explicita de la misma, de aqui en adelante se
da por hecho que tanto teoremas, proposiciones, lemas, y sus respectivas demostraciones
se rigen bajo dicha hipodtesis.

Teorema 5.1.1. Sean v y « fijos en |0, 1[. Existe un nimero real g* € R y una funcion
semi continua por arriba h* : S x [ae ™, 1] = [—00,0] de tal forma que se cumple la

61
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siguiente desigualdad de programacion dindmica

9"+ (zw) < sup {Z/ h* (y,W1(w,a,z) F'Y(a Z) dZ’Qf Yy Qxy} (51)

a€Ay e

,)\7 ]

para todo (x,w) en S x [ae ™, 1]. Ademds, existe una funcién f* € F, que mazimiza el

lado derecho de (5.1), es decir,

su el W Wi(w.a.2)) gy a,z)v(dz|x, oy = 5.2

w3, (@,2)0(dzl2, )@} 5:2)
S [ m O D (1 o), 2o, ) Qe 5.
yeSs

y, si H es el conjunto H := {(z,w) € S x [we™,1] : h*(x,w) > —oo}, entonces, sobre

dicho conjunto JH se cumple la siguiente igualdad:

*

j\:(xaw) = jtY(f*>$’w) = %

La demostracion del Teorema 5.1.1 consta de la consecucion de los siguientes tres
pasos: el primero, verificar el Lema 5.1.2, el cual permite definir una familia de operadores
contractivos que se utilizaran en el segundo paso para obtener un nimero ¢g*, una funcion
h* y una estrategia de maximizacién f* que satisfacen (5.1) y (5.2) respectivamente;
conclusion que mas adelante se establece como Proposicién 5.1.1, el tercer paso consta de
verificar que los puntos donde la funciéon h* es finita la funciéon y-exponencial 6ptima es
igual a la constante g* /7.

5.1.1. Operadores contractivos

Antes de continuar se introduce un poco de notacién nueva, la cual permitira simpli-
ficar la escritura y la presentacion de aqui en adelante.

Sea C(S x [ae*,1]) el espacio de funciones a valor real continuas definidas sobre el
producto S x [ae™*,1]. Entonces, para vy 8 en ]0,1], V en C(S X [ae™,1]) v (2, w,a)
en S x [ae™, 1] x A, se define la funcién

10 (z,w,a) = Z/ PV WL (wa2) (g Vo (dz|x, y)Quy, (5.4)

yeS
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y para (z,w) en S X [ae™*, 1] se define la funcién

10 (z,w) == sup I (z,w,a). (5.5)
acAy

El lema que se presenta a continuacion es una herramienta 1util tanto en la demostracion

del Lema 5.1.2, como también en la demostracion de la Proposicion 5.1.1. No esta de mas

recordar en este instante que

Wl (w, a, Z) = ’LUF(CL, Z)e_A]I{SZ(w,a)<e/\} + ]I{Sz(w,a)ze/\}'

Lema 5.1.1. Sea aven |0, 1] y z un punto fijo en el conjunto compacto B donde los precios
relativos se concentran, entonces, en ese caso Wi(w, a, z) es continua en (w, a).

Demostracion. Sea {(w,, a,)}>, una sucesion en [ae™*, 1] x A que converge a un punto
(wx*, ax). Como la funcién S,(w, a) es continua, entonces la sucesién S, (w,, a,) converge
a S, (w*,ax). Ahora, para continuar con la demostracién se analizan los siguientes tres
casos:

Caso 1: Sea z € B de tal forma que S.(w*,ax) < e}, o S.(w+,a*) es de tal forma que
S.(wx,a*) < e*. Entonces, la primera implicacién es la siguiente W (w*, ax*, z) =
e S, (w*, ax), en segundo lugar existe un N € N de tal forma que para todo n >
N se tiene que S.(wy,a,) < €, por lo tanto, en esta situaciéon W (wy, a,,2) =
e S, (wy, a,) para n > N, y por consiguiente

lm Wy (wy, ap, 2) = e lim S, (wy,, a,,)
= e S, (w*, ax)

= Wi (wx, ax, 2).

Caso 2: Siz € Bestal que S, (wx, ax) > e, 05, (wx, ax) es de tal forma que S, (wx, ax) >
e, entonces Wy (wx,ax,2) = 1. A partir de cierto N se tiene que S, (wy,,a,) > e,
por lo tanto, Wi (wy, a,,z) = 1 para todo n > N, es decir que lim Wy (w,, a,, z) =
1 = Wi (wx, ax, 2).

Caso 3: El ultimo caso, el caso interesante por asf decirlo, es cuando S, (wx, ax) = e*.

En este caso Wi (wx, ax, z) = 1, también, para este caso se tiene que

1 si, S.(wWy, an) > e
A sty So(wn,a,) < e

>

S, (wy, an)e”

Wi(n) = Wi(wn, an, 2) = {
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A partir de la definicién de Wi (n) se puede ver que el limsup Wi (w,, a,, z) = 1.
Ahora, haciendo uso de la definicién de limite, y del hecho que S,(w,,a,) —n—oo
S, (wx*, ax), se tiene que para un € > 0 existe N € N de tal forma que para todo
n > N se cumple la siguiente desigualdad 1 — e(e™) < W(w,,a,, 2), ademés,
haciendo uso de la definicién de Wi(n) se verifica que para un k € N, se puede

encontrar un m > k de tal forma que Wi(wp,am,2) = 1 < 1+ €(e™), por lo
tanto el liminf Wi (wy,, a,, z) = 1, esto quiere decir que lim Wy (wy,,a,,2) = 1 =
Wi (wx, ax, z).

]

El propésito del siguiente lema es asegurar que la familia de operadores contractivos
que se establece mas adelante estd bien definida, ademas del uso implicito que se hace de
él cada vez que se habla de un punto a en A que maximice funciones del tipo lf}.

Lema 5.1.2. Sean v, o, B en |0,1] y V € C(S x [ae™*, 1]), entonces, existe una funcién
f5 € F,, de tal forma que para todo (z,w) en S x [ae™, 1],

W (w,w) = I (, w, i (w,w),
y més aun la funcién 7 (z, w) es continua en S x [ae™, 1].

La demostracién del Lema 5.1.2 se obtiene como una consecuencia inmediata del Teo-
rema de Seleccién Medible, Teorema A.2.1 ( ver Apéndice A), o el resultado de seleccién
que presenta Himmelber en [23]. La demostracién del Lema 5.1.2 se divide en dos fases,
la primera consiste en demostrar que la funcién l@(:p, w,a) es continua, mientras que la
segunda estriba en demostrar que la funciéon conjunto-valuada w — A,, es continua.

Antes de pasar a la demostracion del Lema 5.1.2 vale la pena recordar la siguiente
definicién: sean X y Y dos espacios de Borel, y C(Y') la familia de subconjuntos compactos
no vacios de Y, una funcién conjunto-valuada compacta 1 : X — C(Y') es semi-continua
por arriba (resp. semi-continua por abajo) si y solo si, para todo conjunto abierto G (resp.
cerrado F') en Y, el conjunto {x € X : ¢(x) C G} (res. {x € X : Y(z) C F}) es un
conjunto abierto (res. cerrado ) en X, y la funcién v es continua si y solamente si, a la
vez es semi-continua por arriba y semi-continua por abajo.

También, con el fin de que la demostracion del Lema 5.1.2 sea clara, es fundamental
hacer el siguiente comentario: la funcién F'(a, z) la cual estd definida sobre R*™, es una
silla de montar centrada en el vector (0, e"), y se recuerda que K es el maximo valor que
alcanza la funcién F sobre A x B. Entonces, para w en [ae™*, 1] la familia de conjuntos
A, = F7'2 K] N (A x B) es una familia creciente y es un hecho que cada A, estd
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determinada y delimitada en cierta medida por las superficies de nivel o los contronos
F(a,z) = <. Lo cual permiten ver que el encaje de la familia A, crece continuamente
conforme también crece w (ver figura 5.1), pero ademés como F' es una funcién abierta
y cerrada a la vez, haciendo uso del [29, Teorema 5 Cap. 18 sec. III] se tiene que A, es
continua.

Por otra parte, de la Hipdtesis 4.1.1 se puede ver que A, es un encaje creciente,
pero ademas cada A, se puede identificar de la siguiente manera A, = {(a,2) € A, :
z = 0}, identificacién que permite observar que la familia A,, es también un encaje que
va creciendo continuamente conforme crece w y, ésta es una de las razones que permite
justificar la segunda parte de la siguiente demostracion.
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Figura 5.1: Contornos de la funcién F(a, z) definida sobre R%Z. o = 0,8; r = 0,1; \ =
0,05. El conjuno compacto B es el intervalo [0,2] y el conjunto de estrategias A es el
intervlo[—0,055;0,6]. En este caso K ~ 1,64 y InK ~ 0,214 > 0,1. El proceso cociente
toma valores en el intervalo [0,76; 1. Para (F(a, z) = 52=; Cont

—),(F(a, z) %; Cont ), (F(a,2) = %&; Cont

Demostracion. Antes de pasar a verificar que la funcién l"é}(x,w,a) es continua, no
estd de mas hacer el siguiente comentario, el espacio de estados S es finito y por lo tanto
discreto. Si se elige una sucesién (wy,, a,) que converja a un punto (w, a) cuando n tiende
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a infinito, se puede observar a partir de la Hipotesis 4.1.1 y del hecho de que la funcién
V' es continua y esta definida sobre un compacto, que la siguiente desigualdad

awe_ﬁHvH < egv(y,wl(wn,an,z))FW(am Z) < 6,3||V||F’Y (5.6)

se cumple para todo y € S, z € B, y n € N. Por lo tanto, utilizando el Teorema de
Convergencia Dominada y el Lema 5.1.1 se tiene que

ll/m l€ (x’ wn, an> = Z / eﬂ limy, V(yywl(wn,lln,z))F'Y(a7 Z)/U(dzlx7 y)me

yeS

-y / PV wlimn Wiwn,an2) (g, 2)o(dz|2, ) Quy

yes

=Y [ e Fra (e, ) Qu,

yes

= l@(x,w,a),

esto demuestra que la funcion l@(m, w, a) es continua.

Recuerde que A,, se especifica en la Hipotesis 4.1.1 y es una funcién conjunto-valuada
que va del intervalo [ae™, 1] al espacio de control A.

Para empezar la segunda parte de la demostracion se fija G un abierto de A y, a
continuacién se define el conjunto Ig := {w € [ae™,1] : A, C G}. Si G = 0, entonces
I = (. Ahora, dos casos triviales para verificar la continuidad de A,, son: cuando G se
selecciona de tal forma que I = (), es decir cuando ningiin A, estd plenamente contenido
en G, o cuando se elige G de tal forma que I = [ae™, 1], es decir cuando G contiene a
todo A,. Si se supone que Ig no es vacio y ademds Ig # [ae™*, 1], entonces, en primer
lugar se tiene que el conjunto I§ = {w € [awe 1] : A, NG® # 0} es diferente del
vacio; sea G, = inf IS y escéjase w en [ae™, G,[, por consiguiente w € I es decir que
e, G, [C Ig. Entonces, a partir de la definicién de inf se tienen las siguientes dos
opciones, Ig = [ae™,G,] 6 Ig = [ae™, G,], si G, € Ig, el conjunto compacto Ag, esta
plenamente contenido en el abierto G (Ag, C G), por lo tanto en base a las observaciones
que se hicieron antes de la demostracion, existe un conjunto compacto Ag, +. de tal forma
que Ag, C Ag, e C G, pero esta ultima afirmacién contradice la definicion de inf por lo
tanto Ig = [ae™, G,[, esto es, la funcién A,, es semi-continua por arriba. Siguiendo un
argumento similar se puede ver que la funcién A, es semi continua por abajo, y por lo
tanto continua.

Por consiguiente, la conclusién del lema se sigue inmediatamente del literal (c) en el
Teorema A.2.1. m
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Definicién 5.1.1. Para y, 8y a en |0, 1] se define un operador Tj : C(S x [ae™,1]) —
C(8S x [ae™*,1]) de la siguiente manera: para V € C(S x [ae ™, 1]) y (2, w) € S x [ae™, 1]

Ts[V](z,w) := In il (2, w).

Una de las primeras consecuencias del Lema 5.1.2 es que el operador Tz esta bien
definido.

En este caso, e igual a como se hizo en el Capitulo 3 no hay dificultad en ver que
eTeVI@w) — 15 (2 ), (5.7)

menos aun hay dificultad en ver que a partir de (5.7) el operador T3 es monétono y
[S—homogéneo:

1. Monétona: para cada V, W € C(S x [ae™,1]), con V < W, Ts[V] < Ts[W].
2. B-Homogeneidad: para V € C(S x [ae ™, 1]), y r € R, T3V + 1| = T5[V] + Br.

Siguiendo argumentos similares a los que se presentaron entre (3.2) y (3.4) se obtiene
la demostracion del siguiente lema, por lo que aqui se omite. Cabe mencionar que la
importancia del siguiente lema radica en su uso para la consecuciéon de un ntmero g y
una funcién h que cumplan la desigualdad (5.1), asi como de la obtencién de una estrategia
Optima.

Lema 5.1.3. Para v, a 'y 3 en |0,1[ el operador Tj definido sobre C(S x [ae™*,1]) es
contractivo, es decir, existe Vg € C(S x [ae™,1]) tal que

i) Ts[Vs] = V5,
ii) ademds, se cumple la siguiente desigualdad

(1—B)|Vs|| <In K. (5.8)

Para 8 € (0,1), la igualdad T5[Vs] = Vj es equivalente a e"3(#%) = Z@B (x,w), y por el
Lema 5.1.2, existe una funcién fz(z, w) tal que

V@) = 1 (w,w, fa(w,w)), V(x,w). (5.9)
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5.1.2. Existencia

Esta secciéon es dedicada a demostrar la existencia de una solucién para la desigualdad
de programacién dindmica (5.1), asi como la de una estrategia de inversién 6ptima. Como
se ha dicho varias veces dicha solucién y estrategia se obtienen a partir de la familia de
operadores contractivos de la Definicién 5.1.1. Los argumentos son similares a los usados
en la primera parte de la tesis, pero gran parte de ellos se basan en el trabajo de Cavazos
y Salem en [12].

Definicién 5.1.2. Para una sucesién de funciones h, : S x [ae™,1] = [—00,0] se define
el limite superior generalizado de la sucesion {h, },en como:

h(x,w) := sup{r : r = limsup h,(z, w,), para alguna sucesiéon w,, tal que w, — w.}.

La funcién h de la definicién anterior se denota de la siguiente manera: ﬁ(x,w) =
glimsup h,(z,w).

El siguiente lema establece una propiedad que junto con el Teorema de Seleccion
Medible A.2.1 se utilizaran mas adelante para establecer la existencia de una estrategia
Optima.

Lema 5.1.4. La funcién h es semi-continua por arriba.

La demostracion del lema anterior se puede encontrar en la tercera secciéon del Apéndice
A, o en [26, Lema 3.1].

En la siguiente definicién se utiliza la familia de puntos fijos {Vz}sc(0,1) que se estableci6
en el Lema 5.1.3.

Definicién 5.1.3. Para cada 8 € (0,1), se define mp := sup, ,)esxjac—>,1) Va(®, w). La

tasa relativa g3 € [—~InK,In K] y la funcién relativa hs : S x [ae™, 1] —] — 00,0] se
definen como:

gs:=(1—=PB)mg, v hs(z,w) = Vs(x,w) —mg; V(z,w). (5.10)

A partir de (5.10), la ecuacién de programacion dindmica (5.9) se puede reescribir de
la siguiente manera:

e o) — 1) (2w, fa(x,w)), V(w,w) € S x [ae™, 1], (5.11)
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La siguiente proposicion es la columna vertebral de la demostracién del Teorema 5.1.1
y, establece la existencia de una solucion para la desigualdad de programacion dinamica
(5.1). En esta proposicién se elige una sucesion {3,}2°, C]0, 1] tal que:

Ifm B, =1, (5.12)

n—oo

y la correspondiente sucesion {gs, }nen converga,

lim g5, = 3. (5.13)

Ademés para {hg, }5° |, sea h:S x Jae >, 1] = [~00,0] la correspondiente funcién limite
superior generalizada

/ﬁ(x,w) = glimsup hg, (z,w). (5.14)

Para simplificar un poco la escritura de aqui en adelante y hasta el final de esta seccion,
se utiliza la siguiente notacién: para todo elemento de la sucesién {3,}2°, establecida
n (5.12)-(5.14), las tasas relativas se denotan como g, := gg,, las funciones relativas se
denotan como h, := hg,, y las estrategias que validan (5.11) como f, := f3,.

Proposicién 5.1.1. Sea {,} la sucesién que se fijo de (5.12) a (5.14). Entonces, la pareja
(9,h) como en (5.13) y (5.14) es solucién de la desigualdad de programacién dindmica
(5.1), ademas, existe una funcién f € F, de tal forma que f cumple la ecuacién (5.2).

Demostracion. Como primer paso de la demostracién se fija un elemento (z,w) en
S x [ae™, 1] y se toma una sucesién arbitraria {(z,w,)}>%,; C S x [ae™?,1], de tal forma
que

lim (z,w,) = (x,w).
n—o0

A partir de la ecuacién (5.11) se puede ver que para cada n € N,

Ahora, se define el siguiente compacto C' = {w} U {w,}>2, en [ae™,1]; entonces, a
partir de la continuidad (o mejor semi-continuidad por arriba) de la funcién w — Ag,
la compacidad de cada Ay y el Teorema de Berge (ver [3] o [28]), se tiene que la unién
Ugec Aw s compacta en A. Por lo tanto, la sucesion { f,,(z,w,)}52, tiene una subsucesion
que converge a un punto a* € A, por la continuidad (o semi-continuidad) de A, se puede
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concluir que a* € A,,. Ademas, de este modo, sin perdida de generalidad se puede asumir
que

lim f,(z,w,) =a". (5.15)

n—oo

Por lo que a partir de la desigualdad (5.6) se puede hacer uso del Lema de Fatou y,
también hacendo uso del Lema 5.1.1 junto con (5.15) y (5.14) se tiene que

lim sup lij(:p,wn, folz,wy,)) < Z elfmsuphn(%Wl(wn,fn(l‘,wn)vz))F"/(a*7 2o(d2)2, 1) Quy
yeSs B

<> / P D F (07 2o (d2 ]2, ) Quy
B

yeSs

= l%(x,w,a*),

es decir que se cumple la siguiente desigualdad

lim sup l,f: (@, Wn, folz,w,)) < l%(:v,w). (5.16)

Por otra parte,

lim sup lfz (.ZE, Wy, fn (x, wn)) — e/g\-Hl'm sup hp (z,wn) ‘

Como al principio se eligié una sucesién arbitraria {(x,w,)}>, entonces la desigualdad
(5.16) trae como consecuencia que para cualquier sucesion {(x,w,)}>2; que converja al
punto (z,w), dicha sucesién cumple la siguiente desigualdad,

g+lim sup hy, (z,wn, 71
€ ( ) < lﬁ(l'a ’LU),

de este modo, junto con (5.14) y la Definicién 5.1.2 se llega a la conclusién que existe una

~

pareja (g, h) que cumple la desigualdad (5.1),
THh@w) < l%(x,w)

Ahora, como la funcién h es semi-continua por arriba (ver Lema 5.1.4), y la funcién
conjunto valuada A,, es continua, se hace uso del literal (b) en el Teorema de Seleccién
Medible A.2.1, el cual garantiza que existe una funcién f € F, tal que, para (z,w) €
S x [ae™, 1] se verifica la igualdad,

~

Bz, w) = Z%L(x,w,f(x,w)).
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5.1.3. Verificacion.

El siguiente lema es parte de la demostracion del Teorema 5.1.1, pero se presenta de
manera separada de tal demostracion para facilitar la lectura y el entendimiento de ambos
resultados.

Lema 5.1.5. Sean g* € R, h* y f* como en (5.1)-(5.2) respectivamente, si (z,w) pertenece
a S x [ae™, 1] entonces, para todo n € N se cumple la siguiente desigualdad,

Vg ) < Bl Ve e (5.17)

en consecuencia, si (z,w) es de tal forma que —oo < h*(z,w) se tiene la siguiente de-
sigualdad

La demostracién de este resultado se basa en un argumento de induccién sobre la
variable temporal n.
Demostracion. El caso n = 1, se sigue inmediatamente de (5.2)

VOVeg“rh*(I’“’) < Z/ eh*(y’Wl(w’f*(x’w)’z))‘/(ﬂFV(f*(x,w),z)v(dz|x,y)@xy
yeS B

= B Owm)

Para continuar con la demostracion, a partir de la hipdtesis de induccion se tiene el
siguiente argumento

%76(n+1)g*+h*(1’,w) < 69*E£;[Vg€h*(Xn’Wn)]

-y / =S / " W W1 W) ) 0
rnes’B  res’B
FY(f (rn—1, Wa1), 20) -+ - F7(f (2, w), 21)
V(dz|Tn-1,70) Qv - - 0(d2|x, 1) Qury

.. h* (T’ﬂ+17Wn+1(Wnyf*(""n7W7L)vzn+l)) Y
<> [ X [ C

r1ES Tni1ES
(7 (rn, Wa), 2nga) -+ F7(f* (2, w), 21)
V(A2 11Ty Tna1) Qe+ 0(d2|7,71) Qo
= B[V Ko or),
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Como consecuencia de la desigualdad (5.17) se tiene la siguiente desigualdad

Voveng*+h*(w,w) < Ef V7]

)

por consiguiente

In V¢ * h* 1
n 0+9_+M<_1nEf V7],
n Y n n

es decir que a partir del hecho de que —oo < h*(z,w), y calculando el limite inferior se

tiene la siguiente desigualdad
g_ S j\v(f*,l‘,U)) < J ($7w>
~

m
Después de este extenso recorrido, se han completado los instrumentos necesarios para
demostrar el Teorema 5.1.1.
Demostraciéon del Teorema 5.1.1: La prlmera parte es consecuencia inmediata de
la Proposicién 5.1.1 con h = h*, g =gy f = f*. Para completar la demostracién, a
partir del Lema 5.1.3 literal [i], se tiene que para todo 5 € (0,1) y todo (x,w)
98 HPhs(@w) > ogpths(zw)

= by, (z, w),
asi que siguiendo un argumento de induccién similar al que se utilizé en la primera parte
para demostrar (2.11), se tiene que para cualquier 7 € Iy, todo n € N, y (z,w) €
S x [ae™, 1]

) 3 7 Ve X ),

entonces,

g5 , Blhala,w) + Ihsl))

y ny -y
en consecuencia, tomando el limite inferior cuando n tiende a infinito, se tiene que para

todo 5 € (0, 1),

e v,

98 <
7 Z 'y(l” w)?
por lo tanto, si h*(x,w) > —oo de la anterior desigualdad y del Lema 5.1.5 se sigue el
resultado
C <R aw) < Bww) < L
g g
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Comentarios

Si la Hipdtesis 4.1.1 se debilita de la siguiente manera: toda medida v(-|z,y) se con-
centra en todo el hiperplano positivo R™, entonces en la demostracion del Lema 5.1.2 no
se puede utilizar el Teorema de convergencia Dominada, pero en cambio si se puede hacer
uso del Lema de Fatou y, en vez de tener un resultado de continuidad sobre la funcion
l~€ (x,w) se sigue un resultado de semi continuidad por arriba.

Este debilitamiento trae como consecuencia que la familia de operadores contractivos
se tenga que definir sobre un espacio de funciones semi continuas, a la vez que se deben
hacer suposiciones de acotamiento sobre los supremos mg como lo hacen Jaskiewez en
[25], y Cavazos y Salem en [12]. En el trabajo de Jaskiewez en [25], esta suposicion de
acotamiento se puede verificar haciendo uso de un tiempo de paro; debido a este resultado,
se puede esperar que en el modelo propuesto en esta tesis y bajo este debilitamiento de
la hipétesis también se pueda verificar una suposiciéon similar a la que hacen Jaskiewez o
Cavazos y Salem en sus trabajos.

Otra consecuencia que trae este debilitamiento y que tiene que ver con este trabajo, es
que no se pueden obtener los resultados de v continuidad que se alcanzan en la siguiente
seccion, y por ende el resultado que alli se pretende demostrar.

Por otra parte, en un futuro se puede estudiar que tipo de consecuencias traen consigo
las condiciones de comunicacién que se puedan inmponer sobre el proceso factor.

5.2. Resultados asintoticos via funcion de Arrow-Pratt

Esta seccién se dedica a enunciar y demostrar el Teorema 5.2.1, y como se ha hecho
alusion varias veces, los frutos de este ultimo teorema relacionan dos problemas asintéticos,
donde la solucion de uno es la solucién del otro, y viceversa, y he aqui una consecuencia
del Teorema 5.1.1 pues exhibe la solucién del primero de estos problemas.

Teorema 5.2.1. Para una funcion de utilidad reqular U € U con coeficiente asintotico
sensible al riesgo \y = 1 — v, se tiene que Jj(z,w) = J3(x,w). Ademds, si 7 € I'y es
de tal forma que J;“(x,w) = J, (7", z,w), entonces, ™ es una estrategia dptima para U, y
VICEVErsa.

5.2.1. Estrategia 6ptima para el caso general

En el resto de esta seccidén se demostrara el teorema anterior. Para la consecucién de tal
objetivo serd necesario establecer la siguiente propiedad de orden inverso que preservan los
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certeros equivalentes en la clase de funciones de utilidad U, en relacion con sus respectivas
funciones de Arrow-Pratt. También se demuestran algunas propiedades de continuidad,
las cuales se establecen después de la siguiente proposicion.

Proposicién 5.2.1 (Orden). Sea I = (a, b) un intervalo no vacio en (0,00), y sean U y V/
funciones de utilidad en U de tal forma que si « € I, entonces Ay (x) < Ay (z). Ademds
sea Y una variable aleatoria que toma valores en I casi seguramente, y satisface que U(Y)
y V(YY) tienen esperanza finita. Entonces, bajo estas hipdtesis se tiene que

Wy (Y) < Uy (Y).

La demostracion del la Proposicion de Orden se puede encontrar en el Apéndice B 6
en el trabajo de Cavazos-cadena y Hernandez Hernandez en [9].

La Hipdtesis 4.1.1 implica que para cada estrategia m € T',, y v €]0, 1], se cumple la
siguiente desigualdad

(aMoeX=DYY < (V)Y < (VoK' )7, (5.18)

por lo tanto, para un elemento (z,w) € S x [ae™?,1] también se tiene la siguiente de-
sigualdad
A< Ji(z,w) <In K.

Con el dnimo de obtener los resultados asintoticos, resolver el segundo problema al que se
han hecho referencia varias veces, es necesario establecer los siguientes dos lemas, lo cuales
a partir de un argumento de continuidad épsilon-delta permiten establecer la veracidad
del Teorema 5.2.1.

Lema 5.2.1. La aplicacién v — vjf;(:p, w) cumple las siguientes tres propiedades:
i) es creciente,
ii) sean~yy fen |0, 1] de tal forma que 8 < 7, entonces se satisface la siguiente desigualdad
v I3, w) < BI5(x,w) + (v — B)InK, (5.19)
por consiguiente,

iii) %/I\;k(x, w) es continua en el intervalo ]0,1].
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Demostracion. Sea 7 una estrategia en ', (z,w) en S x [ae™, 1], y v en ]0,1[; si se
elige § en |0, 1] de tal forma que § < +, entonces a partir de (5.18) se tiene que

EL V(@M=D) 2 < BT, (V] < B V(R )2, (5.20)

w

El lado izquierdo de la desigualdad anterior implica la siguiente desigualdad

1 1
(v — B)A + Bliminf — In ET[V{’] < vliminf — In E7 [V/"], (5.21)
y como (v — B)A es positivo, facilmente se obtiene la primera propiedad, ﬁjg(x,w) <
VI3 (2, w).
También, a partir de la desigualdad (5.20) es facil concluir que
1 1 —
vliminf 2~ In BZ, 1) < Blimint -2 In E7[V1+ (v - B K, (5.22)

asi que a partir de (5.22) se puede establecer la desigualdad (5.19).
De la desigualdad (5.19) se concluye la tercera propiedad,

YT (2, w) — BT (2, w)| < |y — Bl In K.

O
El siguiente lema es consecuencia inmediata de (5.21) y (5.22), por lo que se omite
una demostracién formal.

Lema 5.2.2. Para (z,w) en S X [ae™*, 1] y una estrategia © € I, la apliacacién v —
vJ (7, z,w) es continua en el intervalo 0, 1].

Nota 5.2.1. Unas de las consecuencias del Lema 5.2.1 y el Lema 5.2.2 es que :]:’;(:c,w)

es continua en |0, 1], como también lo es J, (7, z, w). Estas afirmaciones se usaran mas
adelante.

A continuacién, y ya para terminar esta disertacién se presenta la demostracion del
Teorema 5.2.1. Como ya se habia adelantado la demostraciéon se basa en un argumento
de continuidad épsilon-delta donde se hace uso de la Proposicion 5.2.1, y las propiedades
de continuidad que se mencionan en la Nota 5.2.1.

Demostracién del Teorema 5.2.1: Sea (z,w) un punto en S x [ae 1] y 7 una
estrategia en I',. Dado € > 0 arbitrario, a partir de la definicién de limite existe un z > 0
tal que

Il—(y+e)<Apy) <1—-(y—¢) Vy>z
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Por lo tanto,

Ap,,.(y) < Au(y) <Ay, (y), Yy>z.

Ahora, sea t un entero positivo suficientemente grande de tal forma que aMye =1 > 2,
hecho que viene a implicar que V™ > z casi seguramente, entonces

AU7+5(‘/1‘/TF) S AU(‘/;T) S AU’y—s(‘/;ﬂ>'

En consecuencia, a partir de la Proposicién 5.2.1 se tiene que

1 T,2T,Ww 1 T,2T,Ww 1 T,T,Ww
UV < SOV < SO (523)

U"/Jrz-:

Siendo asi que f;fs(x,w) < j{}(m,w) y j{}(m,w) < :]t;"%

limite cuando ¢ tiende a 0 en la desigualdad anterior, a partir del Lema 5.2.2 se tiene que

(z,w), por lo tanto, témando el

~

Tg(,w) = J: (z,w). (5.24)

Por otra parte, sea 7* una estrategia en I', de tal forma que j;(x,w) = jy(ﬂ*,x,w).
Entonces, témando el limite cuando ¢ tiende a 0 otra vez en la desigualdad (5.23), y
haciendo uso del Lema 5.2.2, se obtiene que

~

Jy (™, z,w) = J, (7%, z,w)

(z, w)

[
& 5

(x,w).

Ahora, si 7 € T',, es tal que j;(x,w) = jU(W*,a:,w), se puede seguir un razonamiento
similar al que se acaba de presentar en el reglon anterior y se llega al resultado que se
desea. O]



Apéndice A

Semi continuidad

A.1. Meétrica de Hausdorft

Sea (A, d) un espcio métrico. Si B es un subconjunto de A, y a es un elemento en A,
se define la distancia de a a B como:

d(a, B) := inf{d(a,b) : d € B}.

Si By y Bs son dos subconjuntos no vacios y cerrados de A, se define la seudo distancia
de B; a By como:
d(B1, Bz) : sup{d(b1, B2) : b1 € Bi}.

Sobre la familia de subconjuntos cerrados y no vacios de A, se define la métrica de Haus-

dorff como:
H(Bl, BQ) = méx{d(Bl, BQ, ), d(BQ, Bl>}

A.2. Multifunciones

Sean X y Y dos espacios de Borel. Se empieza esta seccién recordando que una funcién
a valor real f definida sobre X es semi continua por arriba (resp. semi continua por
abajo) si para cualquier sucesién {z,}>?, en X que converge a x € X, se tiene que
limsup f(z,) < f(z) (resp. liminf f(z,) > f(z)).

Una aplicacion ¢, que a cada elemento de x € X le asigna un subconjunto no vacio
Y(z) en Y, se dice que es una multifuncién o una funcién conjunto-valuada y, su grafica
se define como:

Grph(v) = {(z,y) : v € X,y € ¥(z)}.

77
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Sea C(Y) la familia de subcojuntos compactos no vacios de Y, una funcién conjunto-
valuada compacta 1 : X — C(Y) es semi-continua por arriba (resp. semi-continua por
abajo) si y solo si, para todo conjunto abierto G (resp. cerrado F') en Y, el conjunto
{re X : ¢Y(x) C G} (res. {r € X : 9(x) C F'}) es un conjunto abierto (res. cerrado )
en X.

Para todo subconjunto G de Y, se define v 1(G) = {z € X : ¢(x) NG # 0},
entonces 1 es Borel medible si para todo subconjunto abierto G de Y el conjunto ¢~!(G)
es un subconjunto Borel de Y. Ademas si ¢ es una funcién conjuto-valuada compacta,
ser Borel medible es equivalente a ser Borel medible cuando la clase C(Y') se dota con la
topologia generada por la métrica de Hausdorff.

El siguiente teorema se conoce como Teorema de Seleccién Medible.

Teorema A.2.1. Sea ¢ : X — C(A) una funcion conjunto-valuada compacta Borel
medible, y sea l(x,y) una funcion a valor real medible definida sobre el conjunto K, de tal
forma que para cada x € X, l(x,y) es semi continua por arriba en y € V(). Entonces,

(a) eziste una funcion selectora f: X — Y para 1 de tal forma que

l(z, f(x)) = I&%{l(a:,y) Vo € X, (A.1)

ademds la funcion I*(x) := maxye) [(z,y) es medible.

(b) Si v es semi continua por arriba, y I es semi continua por arriba, entonces existe
una funicion f de tal forma que se cumple (A.1), y I* es semi continua por arriba.

(c) Si v es continua y I es continua y acotada, entonces existe una funicion f de tal
forma que se cumple (A.1), y I* es continua y acotada.

(d) Si es continua, yY es compacto entonces Grph() es cerrado.

La demostracion del Teorema de Selecciéon Medible se puede encontrar en el trabajo
de Himmelberg [23].

A.3. Limite superior generalizado

Demostraciéon Lema 5.1.4: Sea h, una sucesion de funciones definidas en h,, :
[ae™* 1] — [—00,0] y h su correspondiente limite superior generalizado. Se quiere demos-
trar que para cualquier d € R existe un £ > 0 de tal forma que si y € Blw, €], entonces
hy) < d.
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Bls, 7] es la notacién estandar para una bola cerrada en [ae™, 1] centrada en s y de
radio 7.

Cavazos-Cadena y Salem en [12] demostraron que el limite superior generalizado se
caracteriza de la siguiente manera:

R(w) = imfsup( sup  hey))).

" k>n yeB(w,1/n)

Por lo tanto, a partir de la definicién del supremo, se puede ver que la sucesion

g(w,n) :==sup( sup fy(y))
k>n yeB(w,1/n)

es decreciente y converge a h(w).
Por consiguiente, sea d de tal forma que h(w) < d, a partir de la definicion de limite
existe un NV € N de tal que si n > N, entonces

g(w,n) < d.

Por otra parte, sean m > 3n > n > N, definase ¢ = %, y selecciénese y € Blw,¢],
entonces de la definicién de infimo y supremo se sigue que,

h(y) < g(y,m)

<sup( sup hy(z))
k>m zeB(w,1/n)

< g(w,n)
< d.



80



Apéndice B

Orden

B.1. Teorema de Orden

Lema B.1.1. Sea ¢ €]0, oo un elemento arbitrario. Para cada funcién de utilidad U € U,
y para cada x > 0 se tiene la siguiente igualdad:
Ag(t)dt

U(z) =Ul(c) + U'(c) /I e Ty (B.1)

C

Ademas, si Y es una variable aleatoria positiva, de tal forma que E[U(Y)] < oo, entonces

- Y -
[ Al/(t t
E / e fcy t e dy = 07

Uy (Y) =c, siy solo si

y Yy (Y) < ¢, siy solo si

Y Ayt
E/ e JI Sy < 0.

Demostracion. El primer paso, es observar que a partir de la definicién de la funcion
de Arrow Pratt se tiene que, para y > 0

[ Ui
C t U/(C) ’

por lo tanto
y Ay (t)dt
e o =5

U'(c) =U'(y),

entonces, integrando la anterior igualdad, con respecto a y de ¢ a x, se tiene (B.1).
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Sea Y una variable aleatoria, de tal forma que E[U(Y')] < co. Por otra parte, a partir
de (B.1) se tiene que

Y
EUY)]=U(e) + U/(C)E[/ e_fcywdy :
en consecuencia, la segunda y la tercera parte del lema, se tienen porque la esperanza de
U(Y) es finita y U’(c) es estrictamente positiva. O
Demostracién Proposicién 5.2.1: Sea ¢ = Uy (Y). entonces, a partir de la segunda
parte del Lema B.1.1 se tiene que

Y Y t)dt ¢ c Ay (t)dt
E[H[Y>c]/ e e Lund dy} = E[]I[y@}/ ey =5 : dy]. (B.2)
c Y

Como se tiene la siguiente probabilidad P[Y € I] = 1, entonces el hecho de que U sea
creciente (U > 0), trae consigo que ¢ € I. Por lo tanto, sobre el evento [Y > ¢,Y € I], para
y € [¢, Y] se tiene que [¢,y] C I, es decir que a partir de la hipdtesis de la proposicién, para

fy Ay (t)dt < _fy A (t)dt
c t ~ € c

todo t € [c,y] se tiene que Ay (t) < Ay (t), y como consecuencia e~ ‘

Y Y
E[H[Y”]/ ] < Bl / eI 2,

[

por lo que

siguiendo un argumento de manera similar, sobre el eventon [Y < ¢, Y € I] se tiene que

Y Y

Por lo tanto, a partir de la igualdad (B.2) se tiene que

Y t)dt
E[/ e ) <0,

entonces la tercera parte del Lema B.1.1 implica que ¥y (Y) < c. O
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